SKALNING OCH RESONANS
INGEMAR NASELL

ABSTRACT. Dessa foreldsningsanteckningar kompletterar Avsnit-
ten 3.8 och 3.9 i kursboken av Boyce och diPrima. De behandlar
ett av de viktigaste avsnitten i kursen, ndmligen anvéndningen av
linjara differentialekvationer av andra ordningen som modeller for
mekaniska system. Jag visar att enkla skalningsidéer kan nyttjas
for att forenkla parameterrummen for dessa modeller.

1. INLEDNING

Skalning ar en metod som &r allmant anvéindbar i manga omraden
av tillampad matematik. Metoden bestar i att “avdimensionalisera” de
storheter som upptrader i ett givet problem. En av de stora férdelarna
med skalningsmetoden ar att den ofta leder till en minskning av an-
talet parametrar som behovs for att matematiskt beskriva losningen.
Detta betyder inte att nagon av de ursprungligen givna basparame-
trarna forsvinner utan snarare att de alltid upptréader i vissa kombina-
tioner som kan nyttjas for att definiera nya parametrar som ar farre an
basparametrarna.

Skalningsmetoden anvands alltid nar man skall genomfora en s. k.
perturbationsanalys (storningsrdkning). En sadan analys kan ofta leda
till goda approximationer till 16sningarna till en diffekvation som inte
kan losas explicit. Nu tillhor storningsrakning inte det stoff som ingar
i en introduktionskurs i diffekvationer. Detta faktum hindrar dock inte
att skalningsmetoden ar anvandbar ocksa vid studiet av elementara
diffekvationer.

Det forsta steget i en skalningsprocess ar att utfora en dimensions-
analys. I denna bestammer man dimensionen av alla parametrar och
variabler som ingar i ekvationen. For varje variabel géller det sedan
att bilda en kombination av parametrar som har samma dimension
som variabeln. Avdimensionaliseringen av variabeln gar sa till att man
infor en ny, dimensionslos, variabel som bildas som kvoten mellan den
ursprungliga variabeln och den identifierade parameterkombinationen.
Det medvetna inférandet av dimensionslosa variabler leder vanligen till
att ocksa parametrarna i problemet kan avdimensionaliseras.
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Vi visar hur dimensionsanalys och skalning kan genomforas vid stu-
diet av nagra av de viktigaste klassiska differentialekvationerna, namli-
gen de som bestdmmer rorelsen hos ett mekaniskt system som bestar
av en massa m fastsatt via en fjader med fjaderkonstanten k i en fast
punkt. Differentialekvationerna ar linjara ekvationer av andra ordnin-
gen med konstanta koefficienter. Samma typ av diffekvation upptrader
nar man vill studera en elektrisk krets som bestar av en induktans, en
kondensator och ett motstand i serie. De skalningar som genomfors
har nedan har sina nara motsvarigheter i skalningen av diffekvationen
for den elektriska kretsen. En skillnad mellan de tva problemen ar
att dimensionerna for problemens oskalade variabler och basparame-
trar ar olika. Denna skillnad ar dock ovasentlig for den matematiska
behandlingen av problemen.

Vi studerar tre differentialekvationer som upptrader i modeller for tre
varianter av det mekaniska problemet. I de forsta tva fallen forutsatter
vi att rorelsen ar fri, d. v. s. att den sker utan paverkan av nagon
palagd yttre kraft. Detta betyder att differentialekvationen i bada
dessa fall & homogen, d. v. s. dess hogerled ar lika med noll. Den
allra enklaste situationen studeras i det forsta fallet, dar vi infor den
orealistiska hypotesen att alla ddimpande krafter negligeras. Den andra
modellen som studeras ar mera realistisk, da den baseras pa antagandet
att rorelsen hindras av friktionsdampning med en dampningskonstant
c. I det tredje fallet studerar vi hur ett system med dampning paverkas
av en periodisk palagd yttre kraft. Har upptrader det intressanta och
intrikata fenomenet med resonans som uppstar genom samverkan mel-
lan periodiciteten hos den yttre kraften och systemets bendgenhet till
(ddmpad) sjalvsvingning.

2. ODAMPADE FRIA SVANGNINGAR

Differentialekvationen som bestdmmer rorelsen hos det mekaniska
systemet kan skrivas

d?u

(1) mos + ku = 0.

Variablerna i detta problem ar u och s, medan parametrarna ar m och
k. Dimensionerna hos bade variabler och parametrar kan uttryckas
med hjalp av ldngd (L), tid (7") och massa (M). Tillstandsvariabeln
u betecknar avstandet hos massan fran dess viloldge, med dimensio-
nen L. Den oberoende variabeln tid betecknas med s (beteckningen ¢
kommer att anvindas for skalad tid). Dimensionen for s &r 7". Bland
parametrarna har m dimensionen massa (M), medan fjaderkonstanten
k har dimensionen kraft/lingd, vilket ar lika med M/T?. Se Tabell 1
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som ger en sammanstallning av alla storheter som vi behandlar i de tre
modellerna.

Dimensionen L ingar inte i dimensionssammanséattningen for nagon
av de tva parametrarna m och k, sa i detta problem gar det inte att
avdimensionalisera u. For avdimensionalisering av tiden s bjuds oss
déremot en mojlighet eftersom /m/k har dimensionen 7T'. Vi noterar
att denna parameterkombination kan ges en konkret tolkning. Varje
16sning till (1) &r en periodisk funktion med vinkelfrekvensen wy =
Vk/m. Vi kan alltsa tolka wy som vinkelfrekvensen for oddmpade
sviangningar. Avdimensionalisering av tiden s i ekvation (1) fas genom
att inféra den nya och dimensionslosa tidsvariabeln t = wps. Derivatan
av u med avseende pa den oskalade tidsvariabeln s kan skrivas

du dudt du

—_— = —— = (Wy—
ds  dtds 'dt’
och for derivatan av andra ordningen far vi

d*u o d?u

—_— = Wi —.
ds? 0O qe2

Inséttning av dessa tva relationer i ekvation (1) ger efter division med

k ekvationen

d*u
@‘i‘uzo.

En jamforelse med ekvation (1) visar att avdimensionaliseringen av
tiden s leder oss fran en ekvation med tva parametrar till en ekvation
utan parametrar. Den allmanna l6sningen till den skalade differen-
tialekvationen kan skrivas

u(t) = ¢y cost + cosint = K cos(t — ¢).

Losningen &r periodisk och den skalade vinkelfrekvensen ar konstant
och lika med 1. Losningen visar att systemet kommer att fortsatta att
svanga i evighet utan dampning. Detta perpetuum mobile—beteende ar
en foljd av den orealistiska hypotesen att systemet saknar dampning.

Det ar nyttigt att kunna goéra omskrivningen till uttrycket langst till
hoger i formeln ovan for u(t). Genom att utveckla cos(t — ¢) som en
summa av tva termer och sedan jamfora med det forst givna uttrycket
for u(t) ser vi att amplituden K och fasvinkeln ¢ kan bestdmmas fran
konstanterna c; och ¢y genom att 16sa de tva ekvationerna K cos ¢ = ¢;
och Ksin¢ = cy. Denna omskrivning anvands igen i Avsnitt 4, dar
resonansfoenomenet studeras.



4 INGEMAR NASELL

Storhet \ Dimension \ Beskrivning
Variabler:
u L Avstand
5 T Tid
Parametrar:
m M Massa
c M/T Déampningskonstant
k M/T? | Fjaderkonstant
F ML/T? | Yttre kraftens amplitud
w /T Yttre kraftens vinkelfrekvens
Referensparametrar:

wo = \/k/m 1/T Odémpad vinkelfrekvens
co = 2Vkm M/T Referensddmpning

uy = F/k L Referensavstand
Skalade parametrar:
a=c/cy 1 Dampning
B =w/wy 1 Frekvens
Skalade variabler:
r = u/ug 1 Avstand
t = wps 1 Tid

TABLE 1. Tabellen visar de variabler och parametrar
som behandlas i texten, samt deras dimensioner. Tre
referensparametrar definieras. De anvands for att infora
tva dimensionslosa skalade parametrar och tva dimen-
sionslosa skalade variabler.

3. DAMPADE FRIA SVANGNINGAR

Differentialekvationen for det mekaniska systemets rorelse kan i detta

fall skrivas
d*u du

Denna ekvation innehaller en parameter som saknades i ekvation (1),
ndmligen dampningskonstanten c¢. Denna har dimensionen M/T. 1
detta avsnitt &r ddmpningskonstanten ¢ > 0. (Det oddmpade fal-
let med ¢ = 0 behandlades i foregaende avsnitt; negativ dampning
ar fysikaliskt orealistisk.) Avdimensionalisering av ¢ kréver att vi
kan identifiera nagon kombination av de ursprungligen givna parame-
trarna som har samma dimension som ¢, och som kan nyttjas som
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referensdampning. Denna identifiering kan goras med enbart dimen-
sionsbetraktelser, men vi far battre forstaelse for referensdampningens
betydelse pa foljande satt. En standardmetod for att hitta losningar
till (2) ar att gora ansatsen u(s) = exp(rs). Insdttning av denna ansats
i den givna differentialekvationen leder pa ként manér till den karak-
teristiska ekvationen

(3) mr? 4+ cr+ k=0,

vars 16sning kan skrivas

1
(4) r=——+ /@~ dkm.

2m  2m

Vi vet fran det tidigare studiet av linjara differentialekvationer av
andra ordningen att 16sningarna till den homogena ekvationen (2) tar
tre olika former beroende pa om uttrycket under kvadratroten ovan
ar positivt eller negativt eller noll. Gréansfallet nar uttrycket under
kvadratroten ar lika med noll medfor att den karakteristiska ekvationen
har en dubbelrot. Detta gransfall uppstar nar dimpningskonstanten c
ar lika med 2vkm. Vi definierar dérfor ¢y = 2v/km. Denna parameter
har samma dimension som c. Den kallas for kritisk dampning och ar
var kandidat for referensddmpning. Med anvéndning av den infor vi
den dimensionslosa, skalade, dampningsparametern a genom att skriva
a=c/c.

Avdimensionalisering av tiden s i (2) gores pa samma sitt som i
foregaende avsnitt genom att sitta t = wps. Resultatet av denna om-
skalning av tiden ar att ekvationen efter division med k kan skrivas pa
foljande sétt:

d*u du
(5) W%—Za%—i—uzo.
I denna ekvation ar tiden ¢ och parametern a dimensionslosa, medan
tillstandsvariabeln u ej ar omskalad. Den karakteristiska ekvation som
svarar mot denna ekvation ar

r’ 4+ 2ar +1=0.
Rotterna till den karakteristiska ekvationen kan skrivas

r=-—-a+tva?-1.

Om a > 1 sa vet vi fran definitionen av « att systemets dampnings-
konstant ¢ ar storre an den kritiska dampningen cqg. Systemet séiges
da vara overdampat. Den karakteristiska ekvationen har da tva reella
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distinkta rotter r; och ry. Den allménna 16sningen till ekvationen (5)
kan darmed skrivas

u(t) = cre™ + cpe”t

Kritisk dampning rader nar o = 1. Den karakteristiska ekvationen

har da en dubbelrot r = —1 och den allménna l6sningen till (5) kan
skrivas
(6) u(t) = (c1 + cat)e™.

Om « < 1 sa sages systemet vara underdampat. Den karakteristiska
ekvationen har da tva komplexkonjugata rotter som kan skrivas r =
—a=if;, dar {1 beror pa « och darfor skrives 4 («). Sambandet mellan
(1 och « ser ut sa hér:

(7) Bi(a) = VI— 2.

Den allménna 16sningen till differentialekvationen (5) skrives i detta
fall

(8) u(t) = K exp(—at) cos(f1t — ¢).

Detta ar en dampad oscillation. Som vi ser kan den uttryckas som pro-
dukten av en exponentialfunktion (vars viarde gar mot noll nar ¢ gar mot
o0) och en periodisk funktion med vinkelfrekvensen (3. Denna vinkel-
frekvens kallas for kvasivinkelfrekvensen (eller bara kvasifrekvensen)
for rorelsen. Vi noterar fran sambandet (7) att kvasifrekvensen av-
tar nar dampningen « Okar. Kvasifrekvensen gar mot noll, d. v. s.
svangningarna upphor helt, nar a narmar sig det kritiska vardet 1. Man
kan anvinda detta faktum for att hérleda den allménna 16sningen (6)
vid kritisk ddmpning fran uttrycket (8).

Vi noterar for alla tre fallen 6verdampning, kritisk démpning och
underddmpning att 16sningen u(t) till diffekvationen (2) gar mot noll
nar t — oo. Detta ar en foljd av vart antagande att ¢ och darmed «
ar positiva.

4. DAMPADE TVINGADE SVANGNINGAR

En yttre periodisk kraft som paverkar det system som vi just studerat
modelleras med hjalp av differentialekvationen
d*u du
9 m— + c— + ku = F'cosws.
) ds? ds
Hir har parametern F' dimensionen M L/T?. Vi dividerar ekvationen
med k och infor, som ovan, den skalade tiden ¢ = wps. Ekvationen (9)
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kan da skrivas om i formen

2
(10) CciZTZ + 2(12—1; +u= %cos(wt/wo).
Avdimensionalisering av tillstandsvariabeln u ar nu mojlig eftersom
den nya parametern F' innehaller L som en faktor i sin dimension.
Notera att parameterkombinationen uy = F'/k har samma dimension
L som tillstandsvariabeln u. Vi infor den som ett referensavstand,
och nyttjar den till att definiera en ny dimensionslos tillstandsvariabel
x som r = u/ug. Ekvationen (10) visar ocksa att vi kan skala om
vinkelfrekvensen w hos den yttre kraften genom att sétta § = w/wp.
Slutresultatet av dessa skalningar &r att ekvationen (10) kan skrivas
om pa foljande sétt:

d? d
(11) d_tf +2% e o= cos [3t.

En jamforelse mellan ekvationerna (9) och (11) visar att den skalning
som vi har utfort har reducerat antalet parametrar fran fem till tva.
De tva resterande parametrarna « och ( ar bada dimensionslosa. Den
forsta av dem ar den skalade dampningskonstanten, medan den andra
ar den skalade vinkelfrekvensen hos den yttre kraften.

Den allménna lésningen till ekvation (11) kan enligt vart tidigare
etablerade strukturresultat for inhomogena linjara differentialekvatio-
ner skrivas som summan av den allmanna losningen till den homogena
ekvationen och en partikularlosning till den inhomogena ekvationen.
Den forsta av dessa tva komponenter ar den allmanna losningen till
ekvationen (5), som har diskuterats ovan. Med « > 0 gar varje sadan
16sning mot noll nér ¢ — co. Denna del av 16sningen till ekvation (11)
kallas darfor transient. Som partikulédrlosning till ekvation (11) véljer
vi den periodiska I6sning som beskriver systemets tillstand efter det att
transienten har dott ut. Denna losning har vinkelfrekvensen (3 och en
amplitud som vi &nnu inte har bestamt. Eftersom ekvationen innehaller
parametrarna a och (8 sa kan vi forvanta oss att amplituden hos den
periodiska 16sningen beror pa dessa parametrar. Malsattningen med
vart fortsatta studium ar att utrona detta beroende.

En metod for att bestdmma en periodisk 16sning till ekvation (11)
ar baserad pa att vi forst studerar den besldktade komplexa differen-
tialekvationen
d*z dz ,
pre) + 204% + 2=,

Eftersom hogerledet av ekvation (11) &r realdelen av hogerledet till
ekvationen (12) sa kommer realdelen av en 16sning z(t) till (12) att vara
en 16sning till (11). T sdkandet efter en periodisk 16sning till (12) gor

(12)
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vi forst ansatsen att det finns en 16sning av formen z(t) = Bexp(ift).
Derivering och inséttning i (12) ger
(=% + 2iaB + 1) Be'' = &',
Héarav foljer att
5 1 -2 —2iap
132+ 2iaB (11— F%)2 44232
En komplexvird periodisk 16sning till (12) kan déarfor skrivas

1 — 3% —2iaf .
2(t) = 1=+ 1o (cos Bt + isin fGt).
Det aterstar nu bara att bestimma realdelen av denna 16sning z(t),
sa har vi funnit en periodisk 16sning till (11). Vi sétter z(¢) = Re{z(¢)}
och far

1 -2 203
(1— B2)2 + 4a2/3? cos 5t + (1— 52)2 + 4a232
Genom att anvinda trig—formeln
cos(ft — ¢) = cos 5t cos ¢ + sin [t sin ¢

kan detta resultat forenklas och skrivas om i formen

x(t> = KCOS(ﬁt - (b)?
dar K ar amplituden och ¢ ar en fasvinkel.
Amplituden K hos den tvingade rorelsen bestams av den skalade
ddmpningen « och den skalade vinkelfrekvensen 3 med foljande ut-
tryck:

z(t) = sin (t.

K(Oé,ﬁ) :;7 dar f(aaﬁ>:(1_52)2+4a262'
f(e, B)
Detta betyder att amplituden K o6kar om funktionen f minskar, och
att amplituden K har ett maximum om funktionen f har ett minimum.
Fasvinkeln ¢ bestams enligt
200
1-—p32
Det ar viktigt att notera att man inte utan vidare kan bestamma ¢ som
arctan for hogerledet ovan. Orsaken ar att funktionen arctan tar varden
i inervallet fran —m/2 till 7/2, medan den sokta fasvinkeln skall ligga i
intervallet fran noll till . Detta betyder att ¢ = arctan(2a3/(1 — 3?))
galler om argumentet for arcustangens-funktionen ar positivt, d.v.s.
om0 < (<1 Forp =1éar ¢ = n/2, och for g > 1 giller ¢ =
arctan(2a3/(1 — 5%)) + .

tan ¢ = 0<op<m.
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Grafer som visar amplituden K och fasvinkeln ¢ som funktioner av
frekvensen (3 for nagra valda varden pa dampningen « visas i Figurerna
1 och 2.

alfa=0.1

X 3

0 | | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 1.8 2

beta

FIGUR 1. Amplituden hos den periodiska 16sningen visas som
funktion av vinkelfrekvensen 3 med dampningen o som parameter.
Kurvorna motsvarar a—vardena 0.1, 0.15, 0.25, 0.35, 0.5 och 1/\/5

Vi noterar fran Figur 1 att amplituden K har ett maximum som
funktion av ( nar « ar liten, och att amplituden avtar monotont med
£ nar « ar stor. For att i detalj studera detta beteende beraknar vi
partiella derivatan av f med avseende pa (3. Resultatet ar

0

) = 13(5° 1+ 207).
Tecknet for denna partiella derivata bestams (for positiva frekvenser
() av tecknet hos uttrycket som finns innanfér parentesen i hogerledet.
For fixerat varde pa dimpningen « ser vi att detta uttryck ar en 6kande
funktion av #. Om uttrycket ar storre an eller lika med noll nar 5 =0
sa foljer harav att uttrycket ar strikt positivt for alla positiva varden
pa (3. Villkoret for att detta skall intraffa ar att 202 > 1, d.v.s. att
a > ay = 1/v/2. Nir dimpningen overstiger detta virde kommer f
att vara en monotont 6kande funktion av 3 for detta fixerade a—vérde.
Detta betyder att amplituden K avtar monotont som funktion av [ for
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fixerat a—varde, sa som illustreras i Figur 1. Om daremot ddmpningen
« &r mindre &n troskelvirdet ay = 1/ V/2 sé ser vi att funktionen f for
fixt viarde pa a har ett minimum nér 5 = (y(a), dér

(13) ﬁz(a) =v1- 202

35
3r : alfa=0.1 §
25 ‘ alfa=0.25 ]
- 2r alfa=0.707 i
151 .
1k |
0.5 |

0 | I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

beta

FIGUR 2. Fasvinkeln for den periodiska losningen visas som funktion
av vinkelfrekvensen [ for tre olika varden pa dampningen «.

Detta innebar att amplituden K hos den periodiska losningen har ett
maximum som funktion av § nar § = 5 om « understiger troskelvardet
oy = 1/4/2. Frekvensen () anger alltsa det virde pa den yt-
tre kraftens vinkelfrekvens vid vilket amplituden hos den periodiska
losningen ar maximal for det givna vardet pa dampningen a. Vi séger
att amplitudresonans intraffar nir § = (5. Frekvensen (35 kallas reso-
nansfrekvensen. Vi noterar att den ar mindre an kvasifrekvensen [,
som i sin tur ar mindre an den odampade sjalvsvangningsfrekvensen 1.
Formeln (13) for (2(a) visar att resonansfrekvensen ar en avtagande
funktion av dimpningen «. Detta illustreras ocksa av Figur 1, eftersom
det fg—varde for vilket amplituden har maximum avtar nar dampningen
okar.

Vi bestammer maximivardet av amplituden hos den periodiska 16s-
ningen som funktion av ddmpningen a.. Vi borjar med att studera funk-
tionen f nar den yttre kraftens frekvens ar lika med resonansfrekvensen.
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Detta betyder att vi begransar oss till sma varden pa dampningen .
Kravet att resonansfrekvensen skall existera innebar ju att dampningen
a ligger under sitt troskelviirde ap = 1/v/2. Genom att sitta 3 = (y(a)
i definitionen av f far vi f(a, B2(a)) = 4a?(1 — o?). Kvadratroten ur
detta uttryck ar \/ f(a, f2(a)) = 2av/1 — 2. Detta kan ocksa skrivas
fla, Ba(@)) = 2a6; (), dar f; ar kvasivinkelfrekvensen. Den maxi-
mala amplituden kan skrivas Ks(a) = K(o, f2(a)) = 1/(2av/1 — a?),
dir0 < a <1/ V2. Hiarav kan vi dra slutsatsen att maximiamplitu-
den Kj(«) véxer obegrénsat ndr dampningen a gar mot noll. Notera
ocksa att, som vantat, maximiamplituden ar en avtagande funktion av
dédmpningen o pa funktionens definitionsomrade 0 < a < 1/v/2.

Figur 2 visar att fasvinkeln ¢ okar nar frekvensen 3 okar. Om den
yttre kraftens vinkelfrekvens [ &r liten sa ar fasvinkeln néra noll. Om
a andra sidan frekvensen 3 ar stor sa ser vi fran Figur 2 att systemets
periodiska respons ligger efter den orsakande kraften med en fasvinkel
som ar nara T.

5. AVSLUTANDE KOMMENTARER

Grundprincipen for skalning ar att avdimensionalisera de variabler
som upptrader i ett problem. Ett resultat av tillampningen av denna
metod ar att antalet parametrar som behovs for att beskriva losningen
till problemet minskar. Vi noterar fran de exempel som vi har anal-
yserat att de resulterande parametrarna ocksa ar dimensionsfria samt
att de béttre dn basparametrarna kan anvéandas for att beskriva 16s-
ningens beteende. Minskningen av antalet parametrar gor det lattare
att genomfora den matematiska analysen. Min berdkning av amplitu-
den hos den periodiska 16sningen som funktion av « och 3 kan jamforas
med den berdkning som Boyce och diPrima genomfér (ehuru de inte
redovisar den i detalj; berdkningarna beskrivs som “rather lengthy”).
Jag noterar att deras uttryck (11) pa sidan 186 for amplituden hos
den periodiska l0sningen visar att denna beror pa fem parametrar.
Fyra av dessa ar basparametrar, medan en av dem, wy, ar harledd
och 6verensstammer i bade definition och beteckning med den param-
eter som jag infort som beteckning for den odampade svangningens
oskalade vinkelfrekvens. Inforandet av wy har dock inte forenklat deras
uttryck for amplituden hos den periodiska losningen eftersom det inte
har gjorts som ett led i en systematisk avdimensionalisering. I figur
3.9.3 i Boyce och diPrima ser vi hur forfattarnas sammanfattning av
resultaten av den matematiska analysen leder dem till en presentation
med dimensionslosa storheter. Pa den horisontella axeln ser vi den
dimensionslosa parametern [ och pa den vertikala axeln avldses den
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likaledes dimensionslosa amplituden K hos den periodiska 16sningen.
Var och en av de olika kurvor som visas i figuren parametriseras av
en storhet I' = ¢2/(mwy)? = (2a)?. Denna storhet dr dimensions-
fri eftersom « ar. Boyce och diPrima har alltsa hittat en omskalning
till dimensionslosa storheter vid presentationen av resultaten. Min re-
kommendation ar att leta efter en omskalning av problemets variabler
och parametrar redan innan den matematiska analysen genomfors.



