Hemuppgifter SF1603 FlerVariabel 31 jan 2014

Analytiska funktioner kan vi med fordel 6va partiell differentiering pa.

Varje komplexvird funktion f(z) = f(z +1iy) kan skrivas om pa formen

f(z) =u(z,y) +iv(z,y), dér funktionerna u och v &r reellvirda.

Om funktionen f(z) &r ett polynom skriver vi p(z) istéllet.

Ett nodvandigt villkor for att funktionen f skall vara analytisk ar
Cauchy—Riemanns differentialekvationer (CR’s DE, eller kort bara CR)

Uy = Vy och Uy = — Vg .
Har skriver vi enkelhets skull
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Kontrollera om CR géller i foljande fall:
1. p(2)=(z+iy)? =22 -y’ +i2zy=u+iv.

2. p(z)=(z+iy)®=--- =u+iv.
3. plr+iy)=(z+iy)t= - = (a*+y* - 62°y*) +14(2%y — 2y°) .
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5. f(z)=1/22=1/(z+iy)?=---

6. f(z2)=exp(—2?) = e = exp(y? —2? —i2xy ) = {minns Eulers formler} = - - -

7. f(z) = sin(z) = sin(z + iy) = sinzcos(iy) + cosxsin(iy) = --- = u + iv , dér
sin(iy) och cos(iy) ocksa berdknas medelst Eulers formler (jamfér nedan vid Obs).

Har passar det att bruka sinus hyperbolicus och cosinus hyperbolicus.

8. Principalgrenen Log av den komplexvarda logarithmen definieras for det komplexa

talet z=x +1iy = r(cosf +isinf), dér har —w<O<m, av

Log z=Log (rel?) = logr +i6 ,

dir log betyder In, och om nu x>0, sa har vi r?=22+y? och tanf=y/x,
varav vi latt kan berdkna funktioner(na) w och v i hoger halvplan, sadana att

Log z =wu(x,y) +iv(z,y) diar. Uppfyller de CR?

10*. Hur kontrollerar vi enklast att dven cosz uppfyller CR, om vi vet att sinus

gor det?
. o o iiy +e iiy o
Obs. cos(iy)= =<+t —=...
11. For att 6va pa andraderivator anbefalles Laplaces ekvation u;; +uy, =0,
. . . . 0%u 0%u
som bade u och v fran ovan bor uppfylla. Har ar u,, = - och uy, =~ .
Ox? Oy?
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1. Lat en av de tre koordinaterna (x eller y eller z) ga mot oéndligheten langs en
hyperboloid eller paraboloid i rummet (se grona P-B sid. 30).

a) Kan Du bevisa att var och en av de 6vriga tva koordinaterna (lings samma
buktiga yta) ocksa maste ga mot oéndligheten?

b) Om inte, vad &r det da man kan bevisa “att” maste ga mot oéndligheten?

2. Lat omradet € vara en tjock variant av den stora bokstaven Z utan serifferna
eller klackarna (de tva sma tvérslaarna i &ndarna pa detta typsnitt/denna font), sa
att var och en av de tre linkarna eller benen i denna VERSAL har positiv bredd,
varav foljer att omradet €2 har positiv area. Antag att det mellersta benet bildar en
halv rat vinkel med vart och ett av de 6vriga tva benen. Lat nu f vara en funktion,

definerad overallt i hela omradet €. Vi skriver har 0f/0x = g OSV.
x

a) Om 0f/0x=0 overallt inuti omradet {2, maste funktionen f da vara helt
oberoende av variabeln z ?

b) Om 0f/0y=0 overallt inuti omradet 2, maste funktionen f da vara helt
oberoende av variabeln y ?

c) Om Of/0x+ 0f /0y =0 O6verallt inuti omradet €2, maste funktionen f da kunna
skrivas som en funktion av den enda variabeln u=2z +y eller som en funktion av
den enda variabeln v=y —x 7

d) Om 90f/0x —0f /0y =0 Overallt inuti omradet €, maste funktionen f da kunna
skrivas som en funktion av den enda variabeln uw=x +y eller som en funktion av
den enda variabeln v=y—xz ?

2. Om bade 0f/0x=0 och 9f/dy=0 &verallt i hela planet R?, méaste da f vara
konstant?

3*. (Jamfor blad 31 jan 2014.) Om tva reellvirda funktioner u(xz,y) och v(z,y)
uppfyller CR: u, =v, och u, = —wv, overallt i hela planet R?, maste da funktio-
nerna u och v vara kontinuerliga?

Tips. Origo ar onekligen en speciell punkt for funktionerna v och v, om

u+iv= exp(—z"%) —e * Voo (Z_4> da (x,y) # (0,0),

och (u,v)=(0,0) da (z,5)=(0,0).
Man kan speciellt undersoka hur funktionen u uppfor sig néra origo pa de atta olika
stralarna dir z* ar reell.



