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Tal 1. Lat f(x +iy) = u(z,y) + iv(z,y), dir u = Re f och v = Im f. Cauchy-
Riemanns ekvationer ger

v =ul, = —2e¥sin2x+1 = v(z,y) =—eYsin2z+y+ h(z)

ul, = 2e* cos2x = —v), =2 cos2x — h'(z) = h(z)=k,
dér k ar en reell konstant. Darfor

fz +iy) = €% cos 2z + = + i(—e*¥ sin 22 + y + k)

= e%Y(cos 2z — isin2x) + (x +iy) + ik = e*Ye T 4+ 2 +ik.
Villkoren f(0) =1 ger k = 0.

Svar: f(z) = e 2% 4 2.

Tal 2. Lat S={z € R : —oo <z < —1} och betrakta doménen Q@ = C\ S. Pa
Q &r z'/? en-entydig och analytisk funktion.

21/2 _ ‘Z|1/262(argz+27rzn)’

Vi=l = n=0= 21/2=|Z|1/2e%(argz.

Den gren som efterfagas ar

Z1/2 — |Z|1/2e%(argz-

den efterfragade derivatan &ar

Lat z = —im?/2.
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hZ 1+
f'(—in?/2) = ﬂcos 2 = T osh
5(1 —Z) ™ 2

s
cosh 5

Svar: f/(—in?/2) =

1 T 1
—cosh 5 + =

Tal 3. Vi anvander den valkanda serien

1 o0
— = -1)"w" 1.
Do T LU lul<
Vi har
1 1( 1 1 )
22—-1 2\z—-1 241/
Om ZiQ‘ <1, dvs |z — 2| > 1, s har vi
1 1 1 I | i (-1
z—=1 (z-2)+1 2-2 1+ z—2n:0(z—2)"
Om Z—gQ‘ <1, dvs |z — 2| < 3, s& har vi
I 1 1 1 1 i (—1)"(z —2)"
= 9 z—2 9 — 3n
z+1 3+(2-2) 3 1+% 3 = 3
Svar: f(2) = Y0 cu(z —2)", dir ¢, = (-1, n = —1,-2,-3,... och
cn=2(=3)"(z—2)", n=0,1,2,....
4. Lat
27 2
1 1
I::/ —dt:/ : — dt.
o a-+cost 0 a+%(ezt+e—zt)
Vi anvéindar substitutionen z = e, dt = %%
I 1 / 1 dz 1 / 2dz
g et @+ 2(z4+271) 2 o l2j=1 22 +2az+ 1
Funktionen 2% + 2az + 1 har tva nollstéllen 275 = —a + Va2 — 1 och p.g.a. a > 1,
bara z; = —a + Va? — 1 ligger innanfor |z| = 1.
Residusatsen ger att

I—l/ 2dz
o |2|=1 22 +2az + 1

2 2
= 2mRes | 5 —a+ Va2 - 1| = =
es 22 4+ 2az+1 atva va?z -1

Svar: [ = —2Z

aZ-1"



Tal 5.
a. Ekvationen ze® * = 1 dr ekvivalent med ekvationen f(z) = z —e*~% = 0. Lat
g(z) = z och h(z) = —e*~%. Pa cirkeln |z| = 1 har vi

z

lg(2)| = |z| =1, |h(z)] =le*le™ @ <ee™@ <1, a>1

Rouches sats ger da att f(z) har lika manga nollstillen som g¢(z) innanfér cirkeln
|z| =1, dvs ett nollstélle.

z

Svar a: Ekvationen ze®~# = 1 har ett nollstélle innanfor |z| = 1.

b. Betrakta halvcirkeln med radie R som ligger i vinstra halvplanet Cr = yr+1g,

dir yg = {z : |z| = R,Rez <0} och I ={z : Rez2 =0, —R <Imz < R}. Pa g
har vi

— (14 p(2)).

1+ 2
+—5)
z

fR)=2"+1+i)z+2=2° <1+
Detta ger att arg (2°(1 + p(z))) = 5argz + arg (1 + p(2)) och dérfor
limp_o0 Ay, f(2) = 5m.
Liangs Ig har vi f(iy) = —y +2+iy(y* +1) = u+iv. uly) =0 = y = 2,
v(y) =0=y =0.
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Sedvanliga metoder (rita en figur) ger att

lim Aparg(f(2) =7

Saledes limp_, oo Acparg (f(z)) = 6.
Svar b: Funktionen z° + (1 + i)z + 2 har 3 nollstiillen i den viinstra halvplanet.

Tal 6. Lat t > 0 forst. Vi integrerar f(z) = (1+
Cpr+lIp, dirCr={z=0o+iy : 2> +9y* =R,y>0, In={z=a+iy : y =
0, —R < z < R}. Funktionen f har en pol av ordning 2 i punkten z = i som ligger
innanfoér I'g.

Residusatsen ger att

2)2 runt 6vre halvcirkeln I'p =

f(2)dz = 2mi Res [f(z),z] = 27 lim di ((z - z)2f(z)> -
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lim f(z)dz = lim / f(z)dx + hm f(z)dz
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y = 0.

Vi har

‘ f(2)d ‘ < 1 R—0, di

z2)dz| < ———= 7R — 0, T — 00.
Cr (R? —1)
P.g.a. sin(tz) ar en udda funktion
R [eS)

) cos(tx) T 4

Integralen har samma vérdet om man byter ¢ mot —t for att cos(tx) = cos(—tx).

Svar: [7 % dz = Z(|t| + 1)e~ !l for alla reella t.

Tal 7. Om |¢| = Rda |f(¢)| < M och har vi ocksa att |[( —z| > [¢|—|2| = R—|z],
da |z| < R. Vi anvéndar den generaliserade Cauchys integralformeln

(n)z_n! f(Q) d
7 (2) /|< ) e

2w Jiegr ((—2)" ]
som ger
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Alltsa vi har visat att

n! M



