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la Antagatt f(z)= u(x,y) + iV(X, y) ar komplext deriverbar i punkten 1+1,
och att %(l1)= % (L) =1. Ange f1+i).

b. Bestam alla analytiska funktioner vilkas imaginar del ar (e2X +e ZX) cos2y

Losning:
f
la. f¢z) = ﬂ ﬂu 'ﬂ =[C- Rdlffekv]—E- |E =1-1i
> ﬂx "X ™ Ty
svar: fuﬁ1+l)— -

1b. Sedvanliga metoder ger att f(z) = (e +e ) + konstant.

2. Bestam de fyra forsta termerna i Taylorserier av funktionen
Logll-2 . . ,
f(2)= i omkring origo. Ange &ven konvergensomradet.
Losning:

1
Jd2)= Trz ar analytisk utom z= -1 och kan saledes taylorsutvecklas ||2| <1.

o2)=——= 3 (- Z)" . h(z2) = Log(1- 2) (som innebar principalgren av
n=0

logaritmfunktion ) ar analytisk d& 1- z &r reell, icke-positiv, dvs utom d& z= x3 1;
speciellt innebar detta att h(Z) ar analytisk i [4 <1 och kan Taylorsutvecklas dar:

- ¥
h(z) = Log(l- 2P h&2) =l—lZ =- A 7" detta ger att
- n=0
¥ n+1

l; h(0) = Log(1) = O; och far att den kénda Maclaurinserien

h(z) = Log(1- z) =
g z"

Log(1- 2 =- a—.Nu ar
LOql' Z) ®§ 2o mc_.)_ 2 3 4 2 3 4
1+ Cga nﬂgmo( 2) B——(z+z 12+2° 13+ 2" 141~ 2+2°- 2°- 2*- %)
:—(z— 2+ 12+2°- 212+ 13- 2" +7"/2- z"/3+z"/4+>009=
=-z+7°12-22° 13+ 72" [12- %

Log1- z)

Ssvar————>=-2+2°/2- 22° 13+ 72" [12- % da |[{ <1
1+z




3. Visa att E)ezsjnzdz‘ £ 6ne™® ,dar C ér cirkeln |4 = 3.

Enligt uppskattningsatsen galler att

AAZ o Z . " "
92 sinzdz|£ nz’rgxle smz|2n3. vi soker en évre
uppskattning av €°sinz pa cirkeln |7 = 3.
o ezai}iz e iz‘-;-)_ gz iz B gitx- y(ex-y _ ew)

€7 5 2 2 '

tia

Anvéand =|cosatising =1 detta ger att |ei(x' Y)l =1. vi far
iy (@x-y _ axty i(x-y (ex-y x+y) . +
|ezsinz| :Ie (ezi i )|£ |e ” 2| +|e | = e’ Zex ! .Detta skall uppskattas p&

cirkeln |7 =3.U x=3cost,y = 3sint . vi far
X +y=3cost+sint), x- y=3cost- sint), tO® 2. Funktionen €" &r stangt vaxande
d& ul R. och darmed X +y£ max 3cost +sint) = 3y/2 och

t

eV +e _e+e? g,
: _ \Ji £2 7 — a2
X y££%3(mst sint) = 3J2: vi far|esm2|£—2 E——F—=¢
Vi har visat att £6pea‘r2.

C¢’sinzdz
C

X . . tanz . . .
4. Berékna integralen Q)—dz, dar C 4r rektangeln med hérn
cZ+z+l

i punkterna : +i /4,6 i /4
Losning:
tanz sinz

Z+z+l cosz(Z? +z+1)

z2=m/2 +kn,k1 Z ochdd ZZ+2z+1=0P z=- 1/2+/3/2 . Enbart
z,=mn /2,2, =3 /2ligger innanfér rektangeln C. Residusatsen ger

Funktionen f(2) = har enkla poler d& cosz=0 dvs

q‘)zztizldzzzni{ Res(f(2),m/2)+Res(f(2),3n /2)}. Men
cZ+z+
é sinz u
é 2Z217+1_9@0_ g(r/2 +kn) -1
Res(f 2 = &f(z) = Ltz+l_ 99U -
es(t(@)m 12+ k) g‘z) cosz  h(@y hem/2+kw) (m/2 +ke) + (/2 +ke) +1
é a
Allts&
q‘)zztizldhzni{ Res(f(2)m /2) +Res{f(2).3r 12)} =
cZ+z+
oni) -1 -1 i - 2ni(5n? /2 +2n + 2)

+ V=
/2P +n/2+1 (Bu/2)*+3n/2 +1[§ (n?/4+m 2 +1)on?/ 4+3n/2 +1)



atmz - 2ni(5n? /2 +2n + 2)
m§:'22+z+l Z_(rt2/4+1r/2 +1)(9n?/ 4+3n /2 +1)

5. Hur ménga nollstéllen har polynomet p(2) = z° + 47° +57° +10

i forsta kvadranten?
Lo6sning:

Lat H(R)=C(R)+X(R) ?Y(R)vara en sluten
och enkel kurvan i hégrahalvplanet som ar
positivt orienterade, dvs moturs.Polynomet

p(z) =2 +472° +52° +10

har 5 nollstéllen i det komplexa talplanet. Vi

soker antalet nollstéllen i det forsta C(R)
kvadranten

Enligt Argumentvariatonsprincipen har vi

DH(R)arg(f(Z) =N,

dar N, ar antalet nollstallen till inuti H(R)

f(2)=2°+42° +52° +10 X(R)

Stegl: Sk lim Der) arg(f(2)
f(2)=2°+42° +5° +10= 25§ % +§ +1—8§
arg(f(2)) = arg(2’) + arg(1+ p(2)) .P& grund av |p(z2)|® 0dAR® ¥
datas lim Dy arg(F(2)=5 /2.
Steg2: Stk |im D, g, arg(f (2)
P& Y(R) ar z=iy,yl R . D& fas
f(iy) = (iy)° + 4(iy)* +5(iy)” +10=5(2- y?) + iy*(y*- 4)=u+iv
dvs U= 5(2 - yz), V= ys(yz— 4) dar y avtar fran +R till 0 langs Y(R).
u=00 y=y20chv=00 y=0,y=2. detta galler d y:R® 0.

vi ritar i W- planet bilden av Y(R), dvs f(Y(R)) dd& y:R® O.
vi gor en tabell

Forst observerar vi att V(y/2) = - 4/2 och u(0) = 10,u(2) = - 10

=7°(1+ p(2)) . pa ar

y R 2 ‘/E 0

u » -10 0 10
- R2

v » 0 _ 4‘/5 0



vidare ar f6r stora
vR) »—® ¥ dAR® ¥
uR|” R
| foljande skiss arg(f(z))
y:R® 0och iR avbildas pa f(iR)

IFiR)r’Q Dyr @g(f(2) =3r /2

steg4:
Stegl+ steg2 +steg3
’ 5n + 3n
ger lim Dy ry @9(f (7)) =———=4n .
R®¥ 2 Steg3Sok 1im D, g arg(f (Z
Detta innebar att antalet nollstéllen i roy (R 9@
i forsta kvadranten till langs X(R).
f(2)=2°+42° +522+10 ar 2. Pax®ar s
Svar: Antalet nollstallen av f(x) =x +4.1X +5x°+10° 10>0
f(2)=2° +42° +52° +10 i forsta detta ger att|im D, s, arg(f (2) =0

kvadranten ar 2

Xsinx

6. Berékna integralen 0—
9 +2X +2
Li)‘sning Stegl

) R ix N
=lim dx= Imgllm O xg
o— ox= o— (
X2 +2X +2 ROY X2 +2X2+2 ga@¥_?x2+2x +274
iz y
Betrakta f(2)= ——0——=
@ 22+2z +2
och konturen som figuren visar orienterad i C(R)
positiv riktning dvs moturs ,dér
I(R)=[-R,R] och C(R)={z=Re"*,6 =0® 6}
Kurvan I(R)+C(R) ar sluten och enkel. R | T(R) R
ze”
Funktionen f(2)= P har poler d&

22+2 +2=00 z=-1+1-20 z=-1Fi. Enbart den enkla polen z=-1+i
ligger inuti kurvan I(R)+C(R) . Vi bestammer residun i denna enkla polen via
(se t.ex Wunsch sid 322)

2" 9(2) g(-1+i) _ele'(-1+i) _(-1+i)e™’
M@= o hg P RO D= " vz -~ 2
Residu satsen ger da att:
Delsvar: @) f(2dz= 2ni[Rey( f (2),- 1+i)] =me (- cosl+sinl) +ine *(cosl+sind),
1(r)+C(R)

Steg2.



ix ¥ ix

xe
Ox2 +2x+2dx'

I|m f(2)dz=|pal(R) &rz= x—llm dx=
O @ [p ® ] Ox +2x+2
2.2Visa att H@TCg(Z)dZ_O'

Har kan vi inte anvanda ML- olikheten (se t.ex Wunsch sid 156 formeln ( 4.2-16)

Men Jordans olikhet (sid 351) galler. Vi anvander LO f(Z)dz‘E mafo(z)I Ole'zldzl
R
vidare ar

I 1) _
max f(2)=m max |22 " 22+4 - = O:=_. Men Jordansolikhet ger at

1z2=R 22 + €Rg
o @ 0

Ole"ldd<n . Detta ger att Lo f(2) dz{ﬁ max{f (2) 0|e'Z|dz| Ezr ®0

C(R)

-I' [s]

tegB Vi sammanfattar fran stegl+steg2

o—dx_ne (- cosl+sinl) +ine *(cosl+sin)

X2 42X +2
Tag nu imaginéra delen av vanstra och higra ledet av ovanstaende likheten
N xsinx . :
Svar: O— ne '(cosl+sin) » 1,597
X2 +2x +2

7. L&t 0<e <3, och lat C. vara den kavrtscirkel som gér frén i€ till €.

Berékna I|m Oﬂ dz
LAz +3)’
Lésning:
St f(z)—g() dir 92) = —22_ caras f(2)= (g(0)+gq0)z+»o§ g(°)+0(1)‘

(@+3)"
dar g(0) =1/9. Vidare, uppsakattningssatsen ger LOO(l)dZ‘E O(l)% ®0, e¢® 0.

n /2
|e

A gg( + O(1)hdz— ™ y0)= —” .

Svar lim O——3 07 47 Zin
var ==
@0 Z(Z +3) 18

e

lgrrgcof (2)dz =J|m






