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" Tentamen ger maximalt 35 poang. Sa med bonus inraknad kan man totalt fa
35+4=39p

" Betygsgranser:16-21p ger betyget 3, 22-27p ger betyget 4, och 28-39 p ger betyget 5.
" OBS! Losningarna ska étfoljas av forklarande text och/eller figurer. Allarakningar ska
motiveras. Om du anvander dig av en viss sats, sa ska forutsattningarna for denna klart
anges.

1. a) For vilka z &r foljande funktioner

f(2) =Xy +ixy?, g(z):§+i¥ & analytiska? (2p)

b) Bestam den analytlskafunktlonen f i W={zl C:Re(2)>0 ) vars
realdel & 2arctan(—) och som satisfierar f@) =0 .
X

Svaret skall anges som en funktion av enbart z= x+ iy. (3p)

L dsning.
a)Vi anvander satsen :

i1. u& vi C'(W)
f =u+ivéaranaytiski WO ||2 u_ v u_ v
17 Ty Ty Tx
,Iu =V, U] 2xy = 2xyvilket géller for ala z

Daf(2) =x’y +ixy’= u+ivp och
@) =xy +by }y——vXU x*=-y U x*+y*=0

f(2) =x°y +ixy® & deriverbar i z0 z= 0. Slledes&r f g analytisk ndgonstans.

i W

Ty =v.0L=L1px= y utanfor (0,0)

o y_ | y X

Dag(2 —7+| ==u+ivh |
=-v, 0 —=<0 y®=- xPutanfér (0,0

detta ger att Cauchy-Riemanns ekvationer & uppfyllda enbart i origo som inte ligger i

definitionsméangden av g.

9(2 = Z+i Y & inte deriverbar i nagon punkt .Sdledes & g g analytisk ngonstans
y X

| Svar: f och g g analytiskandgonstans |




b) DA M ={z =x +iy:- n <arg(z) <n} & Logz = Lo k+iarg(z)en analytisk funktion.
Daéar aven f(2) =- 2iLogz= 2arg(z) - 2ilLogl4 , déar

Re - 2iLog7] = 2argz:2arctan%/( iW={z=x+iy : x>0}

som uppfyller f@ =0

svar:f(z) =-2ilogz i Re[(>0 |

2. L& L vara halvcirkelbdgen i hograhalvplanet fran - i3 till iy3.
Berakna kurvintegralen (\)%1 dz. (4p)
Z
L

L 6sning. | den enkla doméanen

?

iv3

AN
P

-3

W=C\S={z=x+iy-n <arg(z+1)<n}, darS={z=x+iy:-¥ <x<-1
har “iz en analytisk primitiv funktion Log(z +1) (enligt t.ex sats 6 i Wunsch).
Detta ger att

L1 _ if3 . if3

oledz—[Log(1+ 2|5 =[Lodll+ A +iarg(1+2)]" 5 =

L

. . . JnT e mjl 2m.
=ihjag(l+iv3)- ag(l- iW3)=ij=- = y=—
{ara+ivB) - - W3} =5 - F S00= T
svar: g— 1 dz—z—nl

Uzl 3

o , 1 . .3 \n
3. Vi vill utvecklafunktionen f (z) = 22—+1| en Laurentserie é a(z-2)" ,

n=-¥
konvergent i omradet W . ={zl C:R <lz- 2i|<R, sdatt 0T W, .
a) Finn det storsta omradet W, . (1p)
b) Bestam koefficienternai Laurentserien. (3p)
c) Kontrollera ditt resultat genom att sdtta in z=0 i ditt svar. (1p



L dsning.
a) Singuléra punkter for f (2) = 1+122 & i och- i avstandet dit fran 2i &r 1 resp 3.
Avstandet till origo & >1 och <3. Alltsad maste omradet vara

={z=x+iy:1<|z- 2i|<3. (Ritaenfigur) \

‘S\/ar:WRLRZ
b) Vi har f (2) = — 1 “wez-2]ee—. 2 1
1+ 7 2|(z i) 2|(z+|) 2i Wi 2|W+3|
l_i—l——ll 1 eomradet1<Ivv|<:%gaJIer| <1och| <1H—
2iwg, 1 2389, W S'
w 3i
114 vad 8¢ 18 W &
===a ()Y +2a(-)'E0 =[byt k® -1-n] =
2iw20( )e‘wfa Gka'o( )eaﬂ [y ]
1, 3 neelg" 3 ,
—a-iw+a(1)s= w-= - 20"
aziwWrall e, W =a a2
;%i“ (n<0)
meda, =i . ,
i Lado (n3 0)
t6¢€
1 ¥ ;%In (n<0)
Svar: 2 2i) 'med
711 niah(z i)’'med a, = zlaeo“
-=, (30
t6¢€
S n o' 1.n n g 1$On n
C) for z = 0fés & 22)" =8 =()"(-2)"+8 =& (- 2i)" =
) &al-2) =& S07(2)"+4 755 2)
1 & 18 28" . 11 11
==a 2"+=a 5=_ =| geometriskaserier| = == ——= += =1=f(0
28,2 "6%e3 Lo | o] 22..1 6,2 ©
2 3
240wz
4. La f(z)= T2 dar o ar reell parameter.
(@) Visaatt £1+i & enklapoler till f(2). (1p)
(b) Integrera f(z) langs enlamplig kontur fér att berékna
(5p)

O—cos((o x)ax "ol R



L Gsning.

~ ~ . +k-_
(@ 2 +4=00 Z =-40 z*= 46" dettager z = ﬁeg’; k=0123
vi far da
o et 7[0
-+-_ -+7[- I%-+3-T

z = J§e4—1+| z,= J2et B2 14 z, = Joet o= 1|, z,=J2e® °=1-|
(b) Integrera f(z) langs enlamplig kontur fér att berékna
O—COS((D x)ax "ol R.

¥ 2

Sttt (o) = (‘)X4X+4cos(oax)dx, Ra 1(o)=1(-o)

-¥

X ¥ 2

& ©30, l(w)= Rej[_ @%{e‘”’xdx_y. Betrakta konturen C(R) = y(R) +1(R) som & en
f X

halvcirkel som ligger i 6vrehalvplanet, dar y(R) &r halvcirkeln med radie R och I(R) &
Betrakta konturen C(R) = y(R) +1(R) som &r

en halvcirkel som ligger i 6vrehalvplanet, A
déar y(R) &r halvcirkeln med radie R och v(R
[(R) & linjestyket fran - Rtill R
(se figuren). -1+ | 1

2
f(2= 42+4 e'“”. Vi observerar att endast < -R L(R > R
V4

-1+i, 1+i ligger innanfor konturen C(R).
Residusatsen ger

D f(2dz=2ni{Res(f(z),1+i )+Res(f(2),-1+i)} =
c(R

=2mi| —
142

i

inz
€ Y :T—ce"”(coso) - snm)
1+|%

4z

7= 1+

R*e®

© f (2dz £ [uppskattnings saten(ML)]| £ max, |f @R E max — 4nR£ M-;
7(R

(R)

ael 6

\ & f(2)dz= 0%

v (R

R
I|m ) f(2)dz+ I|m Of(x)dx— e “(cosm - Sinm)
vita | ® 2"
\ ¢ X €% dx ==& (cosm - Sino)
0%+ T2

Enligt ovan har vi d&



¥ 2

7oox B NG T
030, I(w)=Re; Oo—7F—e"dxy= e“*dx=—e“(cosm - sinm),
©) O a ﬁ O +a >€ " (coso - snw)

-¥

For  £0, ger I1(-o)=1l(w), I(-o)= g(cosm +snm)

SVAR:

¥ 2

X T .

Oy Coso xdx=—e ®(cosm +kinwl)
X

-¥

5. a) Bestédm antalet nollstédlentill f(2) = Z innanfor enhetscirkeln. (2p)

b) Bestdm antalet nollstéllentill P(z) =z° +z- 1i vénstrahalvplanet. (4p)
L dsning.
a) z- 3 saknar nollstallen innanfér enhetscirkeln . Detta ger att antantalet nollstéllen till
eIZ
f(2) =

Sétt p(2) = (z) +h(z), dar g(2) = z€*, h(z)=- 4.

Nu&r |h(2)| = F 4= 4, medan [g(2)] =|ze”| =1zle”] = kle’¥ £1 paenhetscirkeln. |z =1
Sdledesfasatt |h(2)| >|g(z)| for ala z paenhetscirkeln.|z =1.

Rouches sats ger att attantalet nollstéllen till p(z) = ze” - 4 innanfér enhetscirkeln &r likamed
antalet nollstéllentill h(z) = -4 dvsinga

innanfor enhetscirkeln gesav p(2) = z€” - 4 innanfor enhetscirkeln.

ze'7 - . .
saknar nollstéllen innanfor enhetscirkeln.

Svar:f(2) =

b) Bestdam antalet nollstdllentill P(z) =z°+z- 1i vanstrahalvplanet.

Vi tillampar argumentprincipen pa den
Enkelsluten kurvan C(R) = L(R) + I (R) iR

Vi observeraatt P(z) =z° +z- 1 har 5 L

nollstélle i C-planet. I(R)
1 _ .

lim . D.[a9(p(2)] =antalet nollstélle -R \‘

till P(2) =z° + z- 1| vénstra halvplanet. L iR

Stegl Studera arg(P(z)) léngs L(R)
- 1ou
25

D, ag(P(2) =D, pag(Z +z- )= D@ argsz d+r

= DL(R) arg[25 (1 + Q(Z))]

lim D arg(P(2) = imDpag(z) +  lim D, arg(c(2)
Men



¥ limD .ar 2)=0
1 +£® 0, R® ¥ngr Ray PL(R) g(Q()
1]

4. 1
14" 1 _
Delsvar: lim D rarg(P(2) =5r

= £

Sl =
e

Steg 2: Studera arg(P(z)) langs I(R). v
P4 I(R) & z=iy och dafas A A
P(iy) = - 1+i(y +y°) = u+iv, da
ju=-1
Ii 5 y:- R® R.Dahar vi féljande
iV=y t+y A
tabell:
y: -R 0 R 0
u -1 -1 i -1 < /_\ >
\ z‘Rs - 0 + = Rs ‘ 0

SN — &0
arg(P(iy) =6 —arctané—!a

u

|¥ =R°® ¥,ddR® ¥.Vifar foljande
u

Delsvar: lim D s[ag(p(z]=-n

Svar: lim D.[a@9(p(z)] =5m - T =4 .Dvs 2’ +z- 1 har 2 nollstélle | vanstra halvplanet

6. Borjaatt med att ge w = Iog% vardet it for z= 0.Betraktatriangeln
z

med horn i punkterna 4i,- 12 och - 5i . Vilket slutvéarde far w om z
(med borjan i z=0 ) far genomlopa triangeln ett varv i positiv riktning?  (4p)

Ldsning: Vi betecknar tringeln med T



Iogel =log(z- 1)- log(1+2) = Inlz- A +iarg(z- 1)- (10 & 4+iarg(1+2))

w(0) =im (enligt texten).
D;wW(2) = D;(log(z- 1))- D(log(z+1))

Den givnatriangeln T omdluter z=-1, meninte z= 1.
Défor & D, arg(z- 1) = 0 dvs D, (log(z- 1)) = 0 Déremot &
D, arg(z+1)=2rn dvs D, (log(1+2) =

| Svaretblir -2ri+mi=-m |

c) La funktionen f (2) vara analytisk i en doman W. Visaatt

o+ D = dreaf 1w

L 6sning:
| denna uppgift skaman anvénda féljande valkand sats.
omf =u+iv & analytiski endoman WP Du =0, D/—Oi W.

f=u+ivh [ff=u?+Vv?P lx|f|2:2u%(+2vﬂ—vb X2|f| E?Tﬂ—;g
raauo TPu aa[vo v f
— Dif
Analogtfas |f| %ﬂ +u ¥ %ﬂyz+ %Dettageratt f]* =
:2'@@9 LD VG VO
1 €fix@ 8‘ﬂyfb' ™o &y

;+vay {Du=0,Dv=0} =
b

(5p)
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