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1. L& u(x,y) = 4X°y - 4xy® + x +1.
Finns det ngon analytisk funktion f (z) sidan att Re f(x + iy) =u(x,y) och f(1) =22
Bestami safall f(z) uttryckt som en funtion av enbart Z. (4p)

L &sning:

a) Funktionen U(X,y) =4x’y - 4xy® + x+1 & en C* funktion for ala (X, y)T R?. Vidare &
5 5

X +ﬂﬂ—y25u(x, y) =0 forala(xy)T R

Dettainnebar att U & harmonisk i den enkladoménen R Enligt sats 7 sid 74 i kursboken
(Wunsch),finns d& en analytisk funktion f = U +1iv si att Re[ f(x+ iy)] = u(x ).

b) Sok f =u+ivmed f(1) = 2.

Det finns minst tre olika metoder. Har ett fordag grundat pa identitetes satsen for analytiska funktioner

(se Wunsch. sats16,sid 241 och 281).
Enligt Cauchy-Riemanns ekvationer ar

f&2) = u (x,y) +iu(xy) =
= 12x% - 4y° +1- i(4x°- 12?) (1)

| relation (1) , séttin y = 0 , ochfa

fgx)=1- i4x° )
| relation (2), séttin X = Z

f€z)=1- 4i2° (3)
Vi kontrolleraatt 1- i4(x +iy)® = 12x°y - 4y’ +1- i(4x* - 12xy°) .
Integrerarelation (3) och far
f(2)=-i"+z+c.
Finn ¢ viaf(l)=2.Dettager at f()=-i+1+c=2P c=1+i

1f(@=-iz"+z+1+i

Svar: |
if@®=2



1
2. Betraktade flertydiga (méngtydiga) funktionerna f,(z) = 22 och f,(2) =ilogz.
och 1& f(2) = f,(2) + f,(2).
(a) Bestam samtligavérdenav f (- 1). (2p)
(b) L&t g(2) varadengrenav f (2), definierad pa det |angs negativaimagindraxein
uppsurna komplex talplanet for vilken g(-1) = p - .
Berskna g(2i) paformen a+ib. (3p)

1
Losning: Deflertydiga (méngtydiga) funktionerna f,(z) = z? och f,(2) =ilogz

1 i + ~
kensiivas £,(2) =22 = A" ochf,(2) =i[Inid +i(argz + 2pn)] , dar k,ni Z
Vi kan d& skriva f som

f(2) = Jde +i[lnlz +i(argz +2pn)] , dar knT Z.

D& far vi att '

t(-1)= P36 ™ +i[ink 1+ i(arg(- 1)+ 2pn)] = #i - (2n+1)p.
Delsvarfor (a): f(-1)=+i- (2n+1)p, nil Z

i den enkla doméanen A

i p 3p i
W=tz - E<agz) <V«
1z -5 <ag@) 2h

f(2) = e +i[lnZ +i(argz +2pn)] , d&r knl Z
definieras som en entydig analytisk funktion

0(2) forvilken g(-1)=p- I..

Dvs bestém

k ochnsaatg(-1)=f(-1)=p-i.

Ur (a) hade vi funnit

f(-1)=4#- (2n+1p, nl Z, somflertydig
funktion. sdledes
f(-1)=4-(2n+)p=g(-D)=p-i.
Detta & sant d&n = - 1 och (- ) tecken véljs

framfor i .
Séledes den gren g(Z) av den flertydiga funktionen
f(2) gesav

iargz)
9(2) = - flde 2 +i[|n|z|+i(argz- 2p)]
9(-1)=p-i
Nu kan vi tafram g(2i) p&formen a +ib.

i arg(2i)

g(2i) =-flzle 2 +i[InR2i| +i(arg(2i) - 2p)] = -\/‘zﬁ +i§n2+i§% ] 2ng=

— P....PO P .. _3p :
—-\/Eg%osz+|sng+2p-—2+|In2—3-1+|(ln2-1)

Svar:g(2i) :%- 1- i(1- In2)



1
2+2- 7
(a) Utvecklafunktionen f (2) i en Taylorseriei omradet W, = {Z: |4 < 1} .

3. L& f(2) =

(b) Utveckla funktionen f (2) i en Laurentseriei omrédet W, = {Z: 1<|4< 2} .

L6sning:
Vi partialbrakuppdelar f (2) 1 1 t 1
| partialbraku ar = = =
: P 2+2-7 (z+9(2-2 1+z 2-z

Funktionen har poleri z=-1ochz=2

¥

n a‘ o]
Vi anvénder den vl bekanta geometriska serien & az =15 dalz<1 (*)
n=0 -
Vi tillampar (*) pé
1 O [}
z" dalg<1 (1
L-A(ys dame ()

n=0
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¥
f(2) = ég( n+1; somgéller da|4 <1

och frén (2) och (3) att

fo=at .4
Svar n=

1 z" no2
@ f(2=

[o'S

som galler for 1<|4 <2.

n+l

mo«

n 1 ‘n . o
e( 1) +FEE somgdlerdald <1

o8

) - S —

b f(2=a z” +a2n+l som galler for 1<|4 <2
n=0

n=1

0«3

(2p)
(2p)

4. L& T varadentriangelni Z-planet med horni punkterna-1 och 3+ 2i . Funktionen

- 47" +57
22- 7 +4z- 4
avbildar T pden sluten kurvan C i W -planet.
Antag att punkten Z genomlOper T ett varv i positiv riktning (dvs moturs).
Hur méngavarv i positiv riktning kommer bildpunkten W(z) pakurvan C
gér runt runt origo i W -planet?

(4p)

Lésning: Vi till&mpar argumentvariati onsprincipen(se Wunsch sats 6 sid458) L&t f varaanalytisk pd och
inuti triangeln T utom i ett andligt antal poler inuti T.Vidareldt f(2) * O, zI T,ochatt f har

andligt manga nollstéllen inuti T. Da galler att
1
—D. arg(f(2) =
55 D-arg((2)

Dar P & antalet poler och N antalet nollstallen innanfor T, allaréknade s manga ganger som deras

ordning anger.



-} N =antalet varv i postiv riktning som bildkurvan C rotetar krin@ i w - planet

%(-) P= plus antalet varv i negativ riktning som bildkurvan C rotetar kring0 i w- planet
Z - 47" +57°
- 7+4z- 4
zZ-472+52=00 23(22 -4z+ 5) =0U z=0, z=2+i somalla5ligger inuti
triangeln T.
Antalet polergesav Z°- Z +4z- 4=00 (z- )(z+4) =00 z=1, z=72i
Som synes ligger enbart Z=1 inuti T.

Ha f(2) =

. Antalet nollstéllen ges av

1
Vi har d& 5 D;arg(f(2)) = N - P=5-1=4 och detta innebar geometriskt att

nar punkten Z genomlGper T ett varv i positiv riktning (dvs moturs),s& kommer
bildpunkten W(Z) pakurvan Cdvs (f(T)) att rotera 4 varv i positiv riktning runt origo i W -planet.

5. L& f(=2"+2 +47 +1.

(a) Bestam antalet nollstallenttill f (2) i vanstrahalvplanet = {z Rez< 0} . (4p)
(b) Undersok om allanolistallentill f(Z) ligger inom cirkeln |2 = 2. (2p)
L6sning:

@
L& H(R)=C(R)+I(R) varaen sluten och enkel kurvan i

hograhalvplanet som &r positivt orienterade, dvs
moturs.Polynomet IR
f(2=2+2+47 +1

har 5 nollstéllen i det komplexatalplanet. Vi soker \

antalet nolIstallen i det hogra halvplanet. C(R)
Enligt Argumentvariatonsprincipen har vi I(R)

Duwag(f(2) = N; X
da N; & antalet nollstallen
till f(2) =2° + Z +4Z +1 inuti HR)

;<

N

Stegl: Sok LI@I’Q Derya@a(f(2)

, 1 4 1‘
(A= +7+47 +1="9+= + = +=Y=F(1+ .Daa
@=7+z Zgl zZ 7 78 Z {1+ p(2). par

arg(f(2)) = arg(Z’) + arg(1+ p(2)) Pagrund av |p(2)| ® 0 dAR® ¥
dafés IR|®rQ Dery@a(f(2)=5p.
Steg2: Sok L'®n2 D\ (r ad(f (2
Pal(R) & z=iy,y| R .Dafas
f(iy) = (iy)” + (i)’ + 4iy)* +1=1- 4y* +i(y* - ') =u+iv
dvsu=1- 4y°, v=y - vy’ da y avtar frén +R till -R langs I(R).
u=0U y=7F1/ 2ochv=0U y=0y=FL1
vi ritar i W - planet bilden av I(R), dvs f (I (R)) ddy:R® - R.



vi gor en tabell

+ 3
Forst observerar vi att V(—21) =¥— och u(0) =Lu(£1) =- 3

32
y -R -1 -1/2
u » - -3 - 0 +
- R2
v » i 0 + 332+
- RS

vidare & for stora
5

V(R) »52® ¥ dAR® ¥

uR| R

| féljande skiss

Y:R® - RochiR avbildaspa f (iR

medan - iR avbildaspa f(- iR

ng D aa(f(2=2p +p =3p

steg3:

Stegl+ steg2

gerLI@I’T; Dery+ir) ag(f(2)=5p+3p =&

Dettainnebér att antalet nollstéllen

i hogra halvplanet till

f(Q=2+2+47 +1 & a4

SVAR: Antalet nollstéllen av

f(2) =2 + 2 +47 +1 i vansrahavplanet &

5-4=1

1/2 1 R
0 - -3 - »
- R2
-3/132  ~ 0 + »
RS
iRy 'Y f(i
- /Y arg(f(iy))
l/'
J Uy)
-3/32
f(-iR)

(b) For att undersbka om alla nollstéllen ligger inom cirkeln |zl = 2 anvander vi Rouches sats.

f(=2+2+47 +1=F(2)+G(2) med F(2) =2 och G(2) = Z +47 +1.Vita

IF(2) =14 =[pacirkein |7 = 2] = 32. med hjalp av triangelolikheten (se Wunsch sid 26) fés
14°- 42°- 1£|G(2)| £14° + 44° + 1. Dettager pacirkeln |4 = 2

8- 8- 1£|G(z| £8+8+1=17
Vi harvisgt at [F(2)| >[G(2)] * |4 =2

Rouches satsen ger nu att f (2) = 2>+ Z° + 47 +1 har likaménga nollstéllen inom|Z] = 2

som F(2) = 2> dvs5.

SVAR: dlanolistédlentill f(2) = 2> + Z° + 47 +1 ligger inom cirkeln |2 = 2.



XSinXx
6. Bergknaintegraen

x* +5x° + 4
(5p)
LOsning: Stegl
Y. xsinx e T xe u
O e iy O ¢ = i G o)
G X +bx+4 =X +5x° +4 ¥ X +5xX"+4
ze” y

Betrakta f (2) = ———

@ 7' +57 +4
och konturen som figuren visar orienterad i positiv C(R)

riktning dvs moturs ,dér _
I(R)=[-RR] och C(R)={z = Re",q = 0 ® q}

Kurvan I(R)+C(R) & sluten och enkel. R > R) R
_ =
7' +57 + 4
Z'+52°+4=00 (Z2 +1)(Z2 + 4) =U z=F dler z= F2i .Enbart deenklapolerna

z=10chz = 2i ligger inuti kurvan I(R)+C(R) . Vi bestdmmer residun i dessa enkla poler via
(set.ex Wunsch sid 322)

Funktionen f(2) = har poler d&

_ 92

M@=2 +5z2+4'h(z)
_ o) _ _g@) _
P Res(f(2),i)= h(() 6 ochRes(f(z)2|) he2i) -6'
Residu satsen ger da att:
Delsvar:  )f (2)dz = 2pi[Res(f (2),1) + Res(  (2),2i)] = 2p§E %ﬂ:'p ef1- €.
1(N)+C(R) u

Steg2.

I|m @f(z)dz— I|m 0f(z)dz+I|m Of(z)dz::—e [1 e ]

I(R)+C(R) C(R) I(r)

¥ iX
xe
f(2)dz=|pal(R) a z= x—Ilmo— A dx
21l O/ [p&I(R ] roera® " Oarsasa®™
2.2Vi lim ¢y (z)dz=0.

2.2Visaatt R®¥cg( )dz=0

Vi kan anvanda antingen ML- olikheten (set.ex Wunsch sid 156 formeln ( 4.2-16) eller
Jordans olikhet (sid 351) . Vi anvéander ML-olikheten.

@ |€°|=e™ =€’ b e £1for storay> 0.
(b) | foljande uppskattning anvands triangel n-olikheten frdn Wunsch sid 26 och resultatet fran (a)

2" ||z | e . 4 1 R
2 +522+4] |2°+57 +4 | +52+4 T |£ +52+4 7 |4"- §2-4 R'-5%- 4
A (2)d7 £ maX| f(ZIpRE ————PpR® 0daR® ¥
Cg)()l‘ ma f(ZIPRE —— P




gg Vi sammanfattar fran stegl+steg2

mx-—e o]

Tag nu imaginéradelen av vanstra och hogra ledet av ovanstdende likheten

SVAR: O—XSinX =P e’l[l- e‘l]
g X +5x° + 4 3
7. Avgor om ndgon av féljande funktioner
aéo a&lo
@f(@2 =2 oS-y () g(z)—zzsm o
har en primitiv funtion i domanen C \ {0}.
(4p)

L dsning:

En analytisk funktion f(Z) i en doman D har en primitiv analytisk funktion i D

om och endast om @)f (2)dz = O for varje enkel sluten och styckvis glatt kurva g

g
som ligger helt i D.

aelo

20

aelo

20

() funktionen f (z) = Z° coss & analytisk i doménen C \ {0}.

Utanfor z= 0 f(2) = 2 coss analytisk och @f () dz=0 fér varje enkel sluten styckvis glatt

g
kurva g som inte omsluter origo enligt Cauchy-Goursat huvudsats.Lé g omsluta origo. Origo en
vasentlig singularitet. Vi understker om

f(2) =z Cosgilz ghe nagon residu i origo.Detta gors via Laurentserien:
Ao _ 1.1 1 ) 3 1 1
fz—zco sz-—+—-—+ =7 - 7 — - — +
@ 29 22 27 62 2z 62

ado

Detta ger att Resgz C0S5=~ ”’OH:_Z Saledes@f (2)dz= 2p| =pi.

Desvar: f (2) = Z° Cosaié—LO har ingen primitiv funktion i doménen C \ {C}.

)
(b) PA samma sétt som ovan. Det endaproblemet som man férérdég omsluter origo.
aelo a&lo_
z-zzsm\ =ZsinS= zz—-— mg 1-—+><>o
a&lo
DettagerattR%SZZSInézzg, H
Delsvar: g(2) = ZzsmaalOharenpr|m|t|vfunkt|on| doméanen C \ {0O}.



8. Funktionen f(2),dar z= X +1y antasvaratvaganger kontinuerligt deriverbar
med avseende pd X ochy i doméanen D.
Visaatt f(z) & anaytiski D om och endast om dér géller att
ef 10
—fx +iy) =0 och —+—§x+| ) E(x+i 0
o Fiys ) 67, ) f(x+iy)] =
(3p)

Losning: f(x,y) T C?*(D)innebar med f = u(x,y) +iv(,xy) att u,v1 C*(D)
Finns minst tre metoder att |6sa uppgiften .Har ar ett forslag.

e all ‘HOBB‘H 10
D( zf — - = zx) =
(#)= gﬁ 'ﬂyzu( 8‘ITX yﬂg‘ﬂx ‘ﬂyﬂ( )=
2l 104 T J0 0 =t qog el 900
_%‘ﬂx ‘ﬂyz@ %‘ﬂx Z+Z%‘ﬂx 'ﬂyz g 8‘ﬂx I‘ﬂy@g) Z%ﬂxﬂﬂyﬂf

o 106 10U @ . foml ﬂ"f 2ae—ﬂ+l—ﬂ;f+2'3(f)
ﬂyﬂ%ﬂx y %ﬂx

R A

Tyo
Saledes géller att:
& .90
D\Zf )=2¢— +i—+f + D(f
() Ty (f) (&)
Dégaler atom D(zf) =0& D(f)=0b ge—ﬂ +i—ﬂgf =0.
yo
e .10 - &1 10 : . .
— +i—+f =0U g— +i—= =0
Men ‘ﬂx+l‘ﬂyf3 8‘ﬂx+l‘ﬂy (u+iv) = (ux+|q/)+|(vx+|vy)
U (u -v)+|(u +v) oU }UX:Vy och antaganden U,V 1 CZ(D)geratt f analytisk i
’ Tl = -V ,

D.

L : &y .10
Omvant antag att f analytisk i D . Enligt ovan ér%ﬁ +1i 'n_ny =0 (1).

Ur (ekv) mastevi visaatt D(zf) = 0& D(f)=0.

e  °u. .\ e . foey . 70 16
Men Df = e —m e Hi— — - i—0] =0,
D =g Ty d ) = e gy ﬂyﬂ() l@]= 8 Ty
Och (ekv) gera([tD(Zf) 0. v.sv






