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. Serien konvergerar absolut om
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3.  Se Petermanns bok sid. 229 Ex 9.24
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9. Vektorfältets rotation i sfäriska koordinater ges av

€ 

∇ × =

( )
∂
∂

∂
∂

∂
∂

− − −( )
=

=
∂
∂

− ( ) + ( )( ) −
∂

∂
( ) − ( )( )





=

F
r

r r

r
r r

r r
r r r

r

1

2 2 2 2 0

1
2 2 2 2

2

2

sin( )

sin

cos cos sin sin

sin sin cos cos

θ

θ

θ ϕ
θ θ θ θ

θ θ
θ

θ θ

θ ϕ

ϕ

e e e

e 0

Det är alltså virvelfritt överallt, och har en potential 

€ 

Φ r, ,θ ϕ( ), som uppfyller



€ 

∂
∂

= − ( ) + ( ) ⇒ = − + ( ) + ( )
∂
∂

= ( ) − ( ) ⇒ = − ( ) + ( ) + ( )

( )
∂
∂

= ⇒ = ( )















Φ
Φ

Φ
Φ

Φ
Φ

r
r r r f

r
r r r g

r
h

2 2 2

1
2 2 2

1
0

2

2

cos cos cos( ) cos ,

sin sin cos cos ,

sin
               ,

θ θ θ θ θ ϕ

θ
θ θ θ θ θ ϕ

θ ϕ
θ ϕ

För att alla dessa tre ekvationer skall vara uppfyllda samtidigt, så måste 

€ 

Φ
ha formen

€ 

Φ = − ( ) + ( ) +r r C2 2cos cosθ θ , där 

€ 

C  är en konstant.
Integralen blir alltså:

€ 

F r F r⋅ = ⋅ = ( ) − ( ) =∫ ∫
=

= = =( )

d d
r

r

γ

θ π ϕ

π
0

2 2 0

2 2 0 0 0 0 4
, / ,

, / , , ,Φ Φ   

10. Vektorfältet 

€ 

F  är kontinuerligt deriverbar utom längs 

€ 

z −axeln. Vidare är

 

€ 

∇⋅ =
∂
∂ +







 +

∂
∂ +







 =

+( ) − +( )
+( )

=F
x

xz
x y y

zy
x y

z x y z x y

x y
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2
0

 utanför 

€ 

z −axeln. Betrakta den volym

€ 

Vε  som utgöres av den ursprungliga minus
en cylinder med radie 

€ 

ε  koaxial med

€ 

z −axeln. I 

€ 

Vε  är 

€ 

Fkontinuerligt deriverbar,
 och Gauss’sats gäller..Inför (rita en figur)

€ 

S x y z z

S x y z

S x y z

S x y z

m

c

ö

u

: ,   

: ,         

: ,        

: ,        

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 1 2

1 2

5 2

2 1

+ − = − ≤ ≤

+ = − ≤ ≤

≤ + ≤ =

≤ + ≤ = −













ε
ε
ε

€ 

S S S S Sm c ö uε = + + +   omsluter volym 

€ 

Vε  där 

€ 

div F( ) = 0. Gauss’sats ger

€ 

F S⋅( ) =∫∫ d
S

ε

ε

0  som implicererar  att

€ 

F S F S F S⋅( ) = ⋅( ) = ⋅( )∫∫ ∫∫ ∫∫→ →
−+ +

d d d
S S S Sm ö u cS

lim lim
ε ε0 0

Nu beräknas 
  

€ 

F n n⋅( ) = = ( ) + =[ ] =
−
∫∫ ) )

S
c c

c

dS S x y x ypå -  är  och , , /0 2 2 2ε ε

€ 

= 



 ⋅ 


 =

+
=

=
=
=








=
















=
− −
∫∫ ∫∫xz yz x y

dS
x z zy

dS

x

y

z z

dS dzd
S

c c c
Sc c

ε ε ε ε

ε θ
ε θ ε θ2 2

2 2

30
0

, ,
( , , )

cos
sin ,,

€ 

= +






= =
− −
∫ ∫ ∫
1

2 2 2

3

2 2

3
0

2

1

2

2 3
z z

dzd zdz
ε θ

ε
ε θ

ε
ε θ π π

π cos sin

Svar: 

€ 

F S⋅( ) =∫∫ d
S

3π




