Lo6sningar till Tentamen i 5B1138 Reell analys 1T 2006-08-21

1) a) Punkten a &r ett lokalt maximum eller ett lokalt minimum. Se boken for
definitionen av dessa.

b) Vf(a) = 0.

¢) Om f har ett lokalt extremvérde i a s& har g(t) = f(aq,...,a5_1,t, ag11,...,a,) ett
lokalt extremvéirde i t = a;. D4 géller enligt kénd sats att ¢'(ax) = 0, dvs. %(a} =0.
Da detta k var godtycligt far vi V f(a) = 0 dvs. a &r en kritisk punkt.

d) Nej, a kan vara en sadelpunkt, t. ex. f(xy,...,2,) =23 — 23 + 23+ + 22 i
origo.

2) a) Vi anvéinder polédra koordinater, vilket ger

(x +y)?

(cos @ +sinf)? < 7’(‘ cos | + | sin g|)?
x2+2y2

cos2 @ + 2sin%6| — 1+sin’0

< &r

eftersom | cos@| < 1 och |sinf| < 1. Vi ser att

(z+y)?
AN — |
(z,y)—(0,0) 2 + 292

eftersom r — 0 da (z,y) — (0,0). Satter vi f(0,0) = 0 sa blir f kontinuerlig i origo.
Svar: f(0,0) =0

b) Vi undersiker férst om de partiella derivatorna i (0,0) existerar,

of . f(R,0) = f(0,0) . b
51001 = iy PO IO < B2 <1
Satt
) of of 3h2hy + Wb
T(hh h’2) - f(h17 h2> f(()? 0) ax (07 O)hl ay (O’ 0)h2 - h% + Qh% :

Att f ar differentierbar i origo innebéar att

’f’(hl, hg) .
1m —_— =
(h1,h2)—(0,0) \/h} + h3

(1)

Viljer vi hy = hy = h ser vi att r(h, h)/V2h2 = 7/6/2 # 0. Alltsa dr (1) ej uppfyllt
och vi har visat att f ej ar differentierbar i origo



Svar: f ar ej differentierbar i origo.

3) Ytan ér en funktionsyta z = f(z,y) = 22 + y* dir (z,y) € D = {(z,y); 22 +y? <
1}. Arean ges av

//D \/1 * (%)2 + (%)zdwy = //D VI + 422 1 4yPdady.

Overgang till polira koordinater ger

2 1 1
/ d@/ V1+4r2rdr =27 {E(l + 47“2)3/2]
0 0

1

= %(5\/5 ~1).

0

Svar: Z(5v/5 — 1)

4) a) Vi har att 22 — y? = u?(cosh? v — sinh?v) = u?. Alltsd &r u = /22 — y2, dér vi
maste ta den positiva roten eftersom x > 0. Vi har ocksa

z  coshwv e +1

y sinhv e —1

vilket ger v = 1 ln(gzi), som #r vildefinierat om x > |y| > 0. Viser att variabelbytet

ger en bijektion fran {z > |y| > 0} till {u > 0}.

Svar: Bilden blir hégra halvplanet u > 0.
b) Kedjeregeln ger
Ow Odwdr OJwdy Jw

ow
— coshv + —sinh v,

Ju Orou  oyou 0Oz dy
ow Owdr  Owdy Ow

) ow
= —usinhv + —wu coshwv.

v orov  yov  ox ay

(3 -5 [ () - (5) -
(-3

5) Lagrangefunktionen blir L(z1, ..., xn, A) = > i a;x; — A D, @7 och vi sdker dess
kritiska punkter,

Alltsa ar

eftersom cosh? v — sinh?v = 1.
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Om X\ = 0 far vi a; = 0 for alla ¢ vilket ej ar fallet. Alltsa ar A # 0 och vi far den
kritiska punkten T =a; /2N 1 =1,. . Insatt i bivillkoret G(z) = Y"  2? = 1 ger
detta A = £1(3°7" | a?)V/2. Observera att G'(z) = (2x1...2x,) som har rang = 1 om
G(x) =1sa rangvﬂlkoret ar uppfyllt. Storsta viardet antas alltsa i

n 1/2
T; = Clz‘/ (Z af) )

i1
i=1,...,n. Storsta virdet blir da (3.1, a?)¥/2.
Svar: (Z" a?)/?,

i=1""

6) Vi har vektorfiltet

. y? - 2y?
(22 + 22 (2 +y2)2 )"

oF; 3y 22—yt (9F2

oy (2 +y2)3  Ox
om (x,y) # (0,0). Om T dr kurvan 22 + y*> = 1 tagen ett varv i positiv led s& ger
Greens formel att

Observera att

C T

Parametrisera I' genom x = cosf, y =sinf, 0 < 6 < 27. Vi far
2
I= / sin® 0(— sin @) — cos @ sin? @ cos O d
0

2 2T
= —/ sin? §(sin? § + cos? 0)df = —/ sin? 0df = —
0 0

Svar: —m.

7) Lat S vara den yta i planet som innesluts av C. Skriver vi F = (bz — cy, cx —
az,ay—bx) har vi alltsd integralen 1 [ o F-ds. Enligt Stokes’ sats ar denna integral lika
med ytintegralen 3 [,V x F-dS. En rikning ger VX F = (a4 a,b+b,c+c) = 2n.
Eftersom n &r en enhetsvektor, si ar ytintegralen lika med [[, dS = area(S).

8) a) Enligt Gauss’ sats géller

afds

f fo ndS:/RV-(fo)dV

:/V-f+V-(Vf)dV:/|Vf|2dV
R R



eftersom V - (Vf) = Af =0 da f ar harmonisk.
b) Om f ar identiskt noll pad OR s& ger identiteten i a) att

/ vy = [ 12as—o.

R or~ On

Eftersom |V f|? &r kontinuerlig sa géller V f = 0 i det inre av R. Alltsa ér f konstant
i det inre av R, och eftersom f &r kontinuerlig i hela den slutna méangden R och lika
med noll pd OR, s maste denna konstant vara lika med noll. Alltsa ar f identiskt
noll i hela R.



