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Denna uppgift syftar till att harleda tva formler for talet 7. De
tva formlernas harledning ar oberoende av varandra och kan saledes
var for sig utgora grunden till ett specialarbete. Mojligen kan in-
ledningen ocksa tjana som en introduktion till algebraiska och tran-
scendenta tal, om nagon som laser detta hellre skulle vilja skriva ett
specialarbete om sadant.

Inledning. Formeln for arean A av en cirkel med radie r ges som

2, Denna formel siager att om vi vet de exakta

bekant av A = nr
vardena av 7 och r, sa kan vi berdkna det exakta vardet av arean.
Tyvarr (?7) forhaller det sig ju dock sa att man i den fysikaliska
verkligheten endast har tillgang till matinstrument som tillater att
t ex radien hos en cirkel endast kan bestammas med ett visst matt
av noggrannhet — aldrig exakt. Nar cirkelns radie val matts upp
behovs ett numeriskt varde pa talet m for att vi skall fa veta vad
arean (ungefar) ar.

Vad som anvands nir man utfor numeriska berakningar (for hand
eller med hjélp av datorer) &r decimal— (bindr—) braksutveckling av
de reella tal man for tillfallet raknar med — talen decimalbraksut-
vecklas och man tar med s& manga decimaler som noggrannheten
kraver.

1
T ex 3= 0,333333 med 6 decimalers noggrannhet

1
7= 0,1428571 med 7 decimalers noggrannhet.
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Olika reella tal ar olika svdara att decimalbraksutveckla: heltalen
(..., =2, —1,0,1,2,...) &r det ju inga problem med, de rationella
talen (alla tal som &r pa formen p/q dar p och ¢ ar heltal och
q # 0, speciellt ar heltal ocksa rationella tal — tag ¢ = 1) ar ocksa
latta att handha (bl a ar det sa att varje rationellt tal har en de-
cimalbraksutveckling dar siffrorna efter ett tag aterkommer perio-
diskt). Reella tal som ej har en periodisk decimalbraksutveckling
kallas irrationella (exempel pa sddana ar v/2, m, e for att nimna
nagra). Ett annat sitt att uttrycka att ett reellt tal = ar rationellt
ar att saga att z ar losning till en ekvation

gr —p=20, p,q heltal och g # 0.

Eller, uttryckt litet annorlunda, rationella tal ar losningar till forsta
grads ekvationer med heltalskoefficienter (talen p och g kallas koefhi-
cienterna i ekvationen ovan). Om man nu generaliserar lite och tittar

pa andragrads ekvationer med heltalskoefficienter:
pz’> +qz+r=20, p,q,r heltal och p 0,

t ex 2 — 2 = 0 som har en 16sning v/2, s& far vi med fler reella tal —
inte bara de rationella. Allmant kallar man ett reellt tal = algebraiskt

om x ar 16sning till nagon ekvation

n n—1
aAn® +Qp_1x +...a1x+ay =0,

GnyQdp—1,---,01,09 heltal och a, # 0.

S& /2 ar ett algebraiskt tal, /1 + V2 dr ett annat. Det sistnamnda,

ar losning till ekvationen

(z—\V1+V2)(z+\/1+V2) (2> —1+V2) =z —2:2—1=0.
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UpPGIFT.(a) Hitta en fjardegradsekvation med heltalskoefficienter
och med x = /10 — v/2 som en 10sning.

(b) Lat a och b vara tva heltal bada stérre &n noll. Forsok visa att
Va+ Vb ar ett algebraiskt tal, dvs forsok hitta en ekvation med
heltalskoefficienter som har = v/a + v/b som en 16sning.

Nu kan man friga sig: Ar alla reella tal algebraiska tal? Dvs ar
varje reellt tal losning till nagon ekvation med heltals koefficienter?
Svaret ar nej! Talen 7 och e ar exempel pa icke-algebraiska tal (i
sjalva verket utgor de algebraiska talen en forhallandevis liten del
av de reella talen — de ar i en viss mening inte fler till antalet an
heltalen!). De icke—algebraiska heltalen kallas transcendenta tal och
transcendenta tals decimalbraksutvecklingar ar mer komplicerade an
algebraiska tals, for ett givet algebraiskt tal finns det ju en ekva-
tion med heltalskoefficienter till vilken det givna talet ar en 16sning,
och det finns snabba metoder att t ex med hjalp av en dator finna
approximativa 16sningar till sadana ekvationer (en sadan metod ar
Newton—-Raphsons metod ). Detta gor det onskvéart att hitta formler
for transcendenta tal, t ex talet 7 som uttrycker = med hjalp av pro-
dukter/summor av algebraiska tal. Exempel pa tva sadana formler
presenteras nedan.

En annan historisk notis vard att namna i sammanhanget ar den
om cirkelns kvadratur. De gamla grekiska matematikerna formule-
rade problemet att med hjalp av passare och linjal konstruera en
kvadrat med samma area som cirkeln med radie 1 — dvs en kvadrat
med area w. Detta forutsatter att man kan konstruera en stracka med
langd /7 (kvadratens area ar ju produkten av sidlangderna). Nu ar
det dock sa att samtliga strackor som kan konstrueras, med passare
och linjal, utgaende fran en cirkel med radie 1, ar algebraiska tal och
det drojde darfor fram till 1882 innan grekernas problem fick svaret
att det ar omdojligt att konstruera en sadan kvadrat i och med att
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en matematiker vid namn Lindemann visade att 7 ar transcendent.
(Visserligen ryktas det att en amerikansk domstol en gang lagstiftade
att talet 7 ar lika med 3, med stod av en passus i bibeln, men detta
far nog betraktas som en juridisk sanning.)

Viete’s formel. Den formel for 7 som presenteras har upptacktes
av Francois Viete 1579. Som utgangs-punkt har vi att cirkeln med
radie 1 har arean 7, och for att fa fram ett approximativt varde pa =
valjer vi att approximera cirkeln med geometriska figurer vars areor
latt kan raknas ut i termer av algebraiska tal. Om vi skriver in en
regelbunden manghorning i cirkeln enligt figuren nedan, ar det klart
att ju fler horn vi valjer desto battre ansluter manghérningen till
cirkeln och manghoérningens area blir en approximation av cirkelns

area.
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UpPPGIFT. Bestam arean av trianglarna OAC och OAB och visa,
med hjalp av att losa ekvationssystemet

{ zy = 2(area OAB)

med avseende pa y, att

1 [1—+/1—16(area OAB)?
1 AC = = :
(1) area OAC 5 5

Lat nu P, vara en regelbunden m—horning inskriven i cirkeln och

P

L)

S

m =3 (m =6) m=4 (m =28) m=6 (m =12)

lat A,, vara arean hos P,,. Nagra exempel:

Varje P,, bestar av m stycken lika stora trianglar och man ser ju latt
att A,, ar = (antalet trianglar i P,,)x (arean hos en av trianglarna).

UppGIFT. Hérled, med hjalp av (1), formeln

2) Aoy = %\/2 — 21— (24,,/m)2.

Genom att anvinda formel (2) for m = 2" upprepade ganger, med
borjan for m = 22 = 4, A4 = 2 kan approximationer av 7 erhallas.

UppPGIFT. Gor ett datorprogram som, med hjalp av den harledda
formeln, berdknar approximationer av w. (Dvs berékna areorna Agn
for nagra varden pa heltalet n.)
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Lat nu d,,, beteckna det vinkelrata avstandet fran origo till en sida

N
)

i P, enligt figur:

Via sambandet

area (OAB)

area (OAC) = 0B

kan man héarleda att A,,/As, = d,,. (Forsok gora detta!l) Alltsa
ar t ex A4/A8 = d4, Ag/AlG = dg vilket ger att Ag = A4/d4 och
darmed Ag/A16 = A4/(A16d4) = dg, dvs A4/A16 = d4 . dg.

UpPGIFT. Harled formeln

2
(3) 4 =dids ey,

Ur detta samband ser vi att Asn =2-(dy -dg ... don-1)""1 och
om vi nu hittar nagot satt att berakna avstanden d,, sa har vi alltsa
en formel som ger godtyckligt bra approximationer av .

Ur figuren med d,,, ovan syns att d,, = cos -. Vi behover alltsa
en varde for cos 7- da m = 2" for ett heltal n > 2, for att anvinda

(3)-

UPPGIFT. Anvand formeln

T 1+ cosx
cos—:\/—
2 2
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for att visa att

1

d4: 5

1 1 /1

de =1/ = + =1/ =

8 5 T2V 3
oo 1+1 1+1 1
6=\N9T9\V2"2V2
OSV.

Tillsammans ger nu det vi visat Viete’s formel:

2
Agn

_\F 1+1\F L 1 /1 1)1
V2 2 2V 2 2 22 2V2 '

:d4'd8'...'d2n—1:

och ur detta kan vi ju losa ut Asn och erhalla approximationer av 7

precis som ovan.

UpPPGIFT. Gor ett datorprogram som med hjélp av formeln f6r 2/Agn

ovan approximerar vardet pa w. JAmfor ocksa dina varden med den

bifogade tabellen 6ver m:s decimalbraksutveckling.

Wallis’ produkt. Wallis’ produkt (fran 1665) ar, till skillnad fran
Viete’s formel, kanske inte sa geometrisk, utan bygger vasentligen pa

integration av trigonometriska funktioner och lite uppskattningar.

UppPGIFT. Gor en lamplig partiell integration i vansterledet for att

visa att




8 LEIF ABRAHAMSSON

Harled ur detta att

i 2 4 6 2
. on n
/Sln2 +1$d$:§g?.2n+l
0 iy 1 3 5 2 1
. T n —
0/31n2n$d$_2'2'4'6'...' om .

(Ledning: Gor upprepade partiella integrationer!) Harled ocksa ur
de bada sista likheterna att

w/2
fsinQ":cda:
T 22446 6 o 2 g
2 1 33557 7 2m—1 2n+1 =/2
fsin2”+1xd:1:
0

Om vi nu kan visa att kvoten mellan integralerna i den ovanstaende
formeln ar nara 1 da n ar stort, sa har vi har ytterligare en approxi-
mation av talet 7, i termer av rationella tal denna gang!

UppPGIFT. Utnyttja olikheterna

0 < sin®"tlz <sin®"z <sin® 'z for0 <2z < 7w/2
och visa att /2
f sin®” z dz 5 .
n
1< -0 cmrl
- w/2 - 2tn

f sin?"t! ¢ dz
0

(Ledning: For den hogra olikheten, gor forst en partiell integration

enligt ovan i ndmnaren.)

Eftersom talen (2n+1)/2n = 1+ 1/2n kan fas godtyckligt nara 1
genom att n valjes stort ser vi alltsa att produkterna
2 2 4 4 6 6 2n 2n
133557 7 2n-1 2n+1
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kan fas godtyckligt nara w. Denna produkt kallas Wallis’ produkt.

UpPPGIFT. Gor ett datorprogram som approximerar m med hjalp av
Wallis’ produkt. Jamfor resultatet med den foregaende uppgiften.
Tycks nagon av metoderna ge en snabbare vag till approximationer
av 7 Jamfor ocksa dina approximationer med den bifogade tabellen
over m:s decimalbraksutveckling.

Litteratur

Merparten av materialet till detta specialarbete har jag hittat i
boken
Spivak, M., Calculus. Publish or Perish Inc., Berkeley, Calif. 1980,
en bok som for inte sa lange sedan anvandes i undervisningen av

nyborjarstudenter i matematik vid Uppsala Universitet.

Mer om reella tal (bl a 7) kan man lisa i
Brun, V., Alt er tall. A.s John Griegs Boktrykkeri, Bergen 1964.

Flegg, G., Numbers — their history and meaning. Penguin Books Ltd
1984.

Uppslagsverket Sigma (som val torde finnas pa de flesta gym-
nasieskolor) innehaller ocksa en del lattillgdngligt material rorande
begreppen ovan (om &n inte sa mycket).

I Scientific American, februari 1988, finns en artikel om Ramanu-
jan och 7 dar man kan lasa om andra satt att berakna 7.



