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Om rattvisa val
LEIF ARKERYD

Goteborgs universitet

Den aziomatiska metoden i matematiken kan sagas besta i att
man studerar konsekvenserna av en uppsittning givna (och férhopp-
ningsvis intressanta) krav (= axiom = postulat). Sa kan t ex de
naturliga talens egenskaper studeras utgaende fran Peanos axiom,
och geometri i planet har studerats utgaende fran Euklides’ axiom.
Ocksa for att matematiskt modellera en praktisk situation fastlagger
man krav som modellen approximativt eller exakt maste uppfylla.
Det har specialarbetet utgar fran ett forsok att modellera asikter
genom rostning och val, och studerar konsekvenserna av nagra rim-
liga krav pa ett valférfarande.

Ett exempel. Skolans fritidsklubb har arsmote och pa dagord-

ningen finns bl a foljande tva punkter.

i) Val av ny ordférande. Det finns bara ett forslag och medlemmarna
skall ta stallning till om den foreslagne skall utses.

ii) Nya medlemsavgifter. Det finns de tre forslagen A, B, C. Forslag
A vill utvidga verksamheten, men innebar en vasentlig 6kning
av avgifterna. Forslag B vill att man inte gor mer an vad de
nuvarande avgifterna racker till. Forslag C slutligen tycker att
avgifterna kan avskaffas, och att man i stallet forlitar sig pa de
bidrag som just har sokts.

Vi antar att diskussionen ar slut och skall titta pa olika valproce-
durer. I i) anvénds forstas en enkel majoritetsomrostning. Men i ii)
kan t ex valet goras som en foljd av val mellan tva olika alternativ.
Forst genomfor arsmotet kanske en enkel majoritetsomrostning mel-
lan forslag A och B, och staller sedan vinnaren mot C. Men det ar
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faktiskt inte sa okontroversiellt, som det vid forsta paseendet verkar.
Antag att det finns en viss konsistens i hur den enskilde eleven ord-
nar de tre forslagen, och detta sa att om A foredras framfor C', och
C framfor B, sa foredras A framfor B. Da kan dennes preferenslista
skrivas ABC. Detsamma bor forstas galla for gruppen. Men lat
oss betrakta exemplet med 31% av preferenslistorna ABC', 34% med
BCA, 35% med C AB och inga andra alternativ féredragna av nagon
elev.

UppPGIFT 1. Visa att proceduren ovan med forsta val mellan A och
B ger C som vinnare, men att ett forsta val mellan A och C ger B

som vinnare.

Rattvisa procedurer. Vi ser av uppgiften att metoden i det forra
exemplet kan manipuleras av motesordforanden. Sa finns det nagon
"rattvis valprocedur”? For att besvara den fragan borjar vi med att
lista nagra krav som ett valforfarande nog bor uppfylla for att kunna
kallas rattvist. Sedan skall vi harleda nagra férvanande konsekvenser
av de villkoren. Madlet ar forstas att oversatta valjarpreferenser i en
gruppreferenslista.

Vi later z,y, z beteckna alternativa forslag att ta stallning till.
Bokstaverna ¢ och j betecknar rostande, och vi antar forstas att
det bara finns dndligt manga rostande. ”Foéredras framfor” (4r en
s k relation som nu) skrivs som >, ”lika bra” skrivs som =, och
bada tillsammans, dvs >, utlidses ”ar minst lika bra som”. Vi kraver
naturligtvis att om de tva forslagen inte ar lika bra, sa ar det ena
battre an det andra, d v s att
a) for alla z,y sa géller precisen av e >y, z =1y, y > z;

vidare att
b) for alla = galler x = x;

och slutligen att om ett forslag ar battre an ett andra och detta
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battre an ett tredje, sa skall det forsta vara battre an det tredje, och

analogt for ”lika bra”, dvs att

c) for alla z,y,z galler: om z > yochy > 2z, s8¢ > z med z = 2
precis da x = y och y = z.

UppGIFT 2. Vilka sex rangordningar > kan den rostande ¢ gora

mellan de tre forslagen z,y, 27 Hur manga rangordningar > kan de

tva rostande ¢, 5 gora mellan samma, forslag?

Nu lagger vi pa rattvisekraven.
KRrAv 1. Alla upptankliga rangordningar ar maojliga for de réstande.

(Rimligt d& vi maste forutsiatta att de rostande kan ha mycket
skilda asikter, och vi inte vill hindra dem att framfora sin verkliga
uppfattning.)

KRAV 2. Om réstningen (x > y); i val 1 medfor réstningen (z > y);
i val 2, och dessutom i val 1 resultatet ar x > vy, sa foljer x > y @ val

2.

(Rimligt att om alla réstande tycker lika i bada valen sa skall resul-
taten bli desamma. Detta utesluter lottning mellan valsedlar, liksom
proceduren ovan att jaimfora forst A och B, och sedan vinnaren med

)

KrAv 3. Om (z > y); for alla i sa © > y, och i detta fall likhet
x =y precis da (z = y); for alla i.

(Rimligt att om alla réstande foredrar x framfor y, sa goér gruppen

det.)

UPPGIFT 3. Visa att Krav 1 - 3 har konsekvensen att

KRAV 4. For alla j har vi att ”(z > y); i val 1 precis da (z > y); 1
val 27 medfor att "x > y @ val 1 precis da © >y i val 27.
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Det ar mycket latt att konstruera ett rostningsforfarande som upp-
fyller kraven 1 — 3. Utndmn bara en av de réstande till diktator! Det
sista kravet 5 utesluter den mojligheten.

KRAV 5. Det finns inget i med egenskapen att x >y precis da (z >

UpPPGIFT 4. Det naturliga kravet pa en man en rdost behover inte
vara uppfyllt. Visa detta genom att konstruera ett motexempel. Det
finns inte heller nagot krav pa att gruppen foredrar = framfér y om
en enkel majoritet gor det. Visa genom exempel.

UprPGIFT 5. Konstruera ett exempel som uppfyller kraven
a)1,2,5 b)1,3,5 c¢)23,b5.
Vad hande med det utelamnade kravet i dina exempel?

Omojlighetssatsen. Den verkliga 6verraskningen ar, att trots att
Krav 1 -5 ar tamligen svaga, sa finns det anda inte nagot rostnings-
forfarande som kan uppfylla dem alla samtidigt, om rostningen galler
atminstone tre forslag x,y,z. Detta resultat ar kant som Arrows
omojlighetssats och upptacktes av den amerikanske nobelpristagaren

Kenneth J. Arrow ar 1951.

SATS (ARROW). Det existerar ingen valprocedur med fler dn tva val-
alternativ som uppfyller kraven 1 - 5.

Vi kallar mangden rostande for R, och sager att mangden Ry C R
ar beslutande for "z mot y” om ”(x > y); for alla ¢ som tillhér Ry
medfér z > y, och om i detta fall dessutom z = y medfor (z = y);
for alla ¢ som tillhor R,”. Uppenbarligen dr R beslutande pa grund
av Krav 1 och Krav 3. Vi skall visa att om Krav 1 - 3 galler for en
valprocedur, sa finns det ett beslutande R, med bara en rostande,
och att detta R, ar beslutande for alla par, dvs att det finns en
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diktator. Detta i sin tur motsager Krav 5 och satsen ar darmed
bevisad. Lat oss genomfora beviset.

BEVIS. Antag att det inte finns nagot ”x mot y” for vilket nagon
enskild rostande ar beslutande, och lat R;, vara en minsta beslutande
mangd med avseende pa alla mojliga ”x mot y”, och lat den hora till
fallet ”Z mot y”. Vi delar R} i tva disjunkta delmangder R; och Rs
med minst en rostande i varje.

Lat z vara ett tredje valalternativ, och betrakta situationen
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Om nu T > z sa ar R; beslutande for £ mot z, och da vore inte R

z>1T); for allai som tillhor R men inte Rp.
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minst. Alltsa galler z > z. Eftersom R ar beslutande for ”Z mot 3”
sa ger (*) att £ > g, och darfor z > g. Det foljer harur, vasentligen av
Krav 2, att Ry ar beslutande for ”z mot ¢”. (Likhetsvillkoret ger en
del extraarbete.) Detta motsdger att R, ar minst. Vart antagande
ar alltsa fel och R har bara en rostande, i.

Vi skall nu ocksa visa att ¢ bestimmer alla alternativ "2 mot y”.
Lat z vara ett tredje alternativ, och antag att (Z > gy > z);, men att
(y >z > z); for j # 1. Krav 3 ger att ¥ > z, och 7 ar ju beslutande
for £ > 7. Alltsa ar £ > z. Ur Krav 3 foljer da att ¢ ar beslutande
for 7z mot 2”.

UPPGIFT 6. Visa pd samma satt att for varje w # Z,z, sd ar ¢
beslutande for ”"w mot z”.
Saledes ar i beslutande for varje par, dvs 7 ar diktator. VSB

Vill du veta mer om Arrows omojlighetssats, kan du lasa Reason-
able elections don’t exist av John Baylis i tidskriften the Mathema-
tical Gazette, 69 (1985), s 95-103.
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Lana ocksa band 5 av matematikverket Sigma pa biblioteket och
studera:
UPPGIFT 7. Peanos axiom i artikeln Om den matematiska sanning-
ens natur av C.G. Hempel. Tillimpa axiomen for att visa nagra
raknelagar for de naturliga talen.

UprPGIFT 8. FEuklides’ axiom 1 artikeln Den axiomatiska metoden
av R.L. Wilder. Tillampa dem och visa nagra av de geometriska
satserna. Fler finner du i Euklides’ Elementa.



