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Vi borjar med att forsoka uppskatta ovanstaende integral, som vi
kallar I, numeriskt. Vi delar in intervallet (0,1) i » — 1 lika delar
med delningspunkterna z; = i/n, ¢ = 0, 1,...,n. Om vi kallar
funktionen f(z) och y; = f(z;) ar den enklaste approximationen

1
(1) E[yo—i—yl—i'"'"i'yn—l]

som vi far genom att ersitta kurvan i (z;, z;4+1) med den rita linjen
Y =Yi-
1. Gor ett dataprogram som utfor detta.

Vi ser att det erhallna vardet ar for stort eftersom var approxi-
merande kurva ligger 6ver f(x). Vi kan ersitta (1) med

1
(2) ;[y1+yz+---+yn}

och gor da motsvarande fel i andra riktningen.

Béttre ar att ersdtta kurvan men den rata linjen fran (x;,y;) till
(Zit+1,Yi+1)- Vihar da att berdkna ytan av ett parallelltrapets i varje
intervall som har ytan

1
%(yi + Yit1).

Om vi sedan adderar alla dessa far vi den obetydliga forandringen

1

1 1
(3) %yo+ E(yl + -+ yp—1) + %yn-



1 g
OMfoﬁ 47

2. Gor dataprogram och notera vad vi far for approximativt varde
pa I for nagra olika n.

Anda battre borde vara att ersitta kurvan i intervallet (z;, z;2)
med en parabel y = az? + bz + ¢ som for * = x;,x;41, ;12 antar
vardena y;, ¥i+1,Yi+2. Ytan under parabeln ar

a b
(4) §($?+2 —z)) + §($?+2 — z}) + c(@ir2 — ;)

och villkoren ar

(5) a:cJ2~+ba:j+c:yj, j=1,1+1,7+ 2.

Vi maste alltsa eliminera a,b,c ur (4) och (5), rdkna ut (4) och
addera (4) for ¢ = 0,2,4,...,n—2 och vi bor anta att n ar ett jamnt
tal.

For att forenkla algebran antar vi ¢ = 0,1,2 och att zg = —%,
r1 — 0, Lo = % (4) blir dé

2 a 2c

6 Ay
(6) 3n3+n

Ur (5) far vi att ¢ = y; (valj z; = 1 = 0). a far vi genom att addera

(5) for j = 0, 2:
2a
$+2y1 = Yo + Y2-

Det slutliga uttrycket for (4) blir

1 (2 + 2 4 2 )
n 32/0 3y1 3’!/2

eller om vi atergar till de ursprungliga beteckningarna
12

(7) ——(Yi + Vi1 + Yit2)

n 3
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Vi skall nu addera (7) for i = 0,2,4...,n — 2 och finner formeln

(8) 1{2 +2 _|_4 +2 _|_4 n _|_4 _|_2 _|_2 }
n 3’!/0 3y1 3y2 33/3 3’!/4 3yn—2 3’yn—1 3yn-

Kontrollera att om alla y; = t.ex. 1, formeln ger vardet 1. Observera
att n ar ett jamnt tal.

3. Gor dataprogram som raknar ut (8).

4. Gor motsvarande kalkyler da vi anvander polynom av 3:e graden
och 4 konsekutiva punkter.

For var ursprungliga funktion f(x) = H% har vi nu fatt 3 olika
serier av approximativa varden pa I. Om vi noterar vad 4/ blir ser
vi att I maste vara 7/4, och vi ser ocksa hur metoderna forbattrats
genom att jamfora samma n for de tre metoderna. For att berakna

I exakt infor vi som vanligt

Alz) = /0 LA N

1+ t2’ :1—{—51;2'

Vi byter nu variabler genom att satta z = tgu, u = 0 motsvarar

x = 0 och u = T motsvarar x = 1. Da galler

4
%_%d_x_ 1 dtgu
du drdu 1+ 22 du

1
— cos®u - = 1.

cos? u
Alltsa dr A = u eftersom A(0) = 0. Vi far alltsa mycket riktigt

I=mr/4.

1

Vi kan serieutveckla 327

1

1522 — 1?4+t 28+ ...
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om |z| < 1. Vi har faktiskt f6ljande likhet

x2n+2

1+ 22

1
14 2

=1—a?42'—. .. £22"F

Alltsa galler for

1

T 22 —(1—2® 42— ... £2?)

g9(z) =

att
lg(z)] < &t

Da foljer ju ocksa

1 1 1
1
x)dr| < x)|de < 22" T2y = :
[ stwie] < [ lgtolde < [ TR
Alltsa galler

1
™ 1
o 1_ 2 4_"':t an <
T 1 1 1 1 1
T & < .
4 ( 3+5 7 2n—|—1)|_2n+3
Serien
1 1 1
1— -4+ =-_ =
3 5 7

ar alltsa konvergent och har summan /4.

5. Prova att rikna ut summan for nagra viarden pa n; vi ser att

detta ar en dalig metod att rakna ut .
L do

Vi kan gora motsvarande studie av J = [ ;7% Eftersom
d
— log(1 =
dx og(1 + ) 1+
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har J vardet log 2 och precis som forut ser vi att

1 1 1
l— 4=~ 4...=log2.
R 8
Skulle man inte da kunna rakna ut

(9) ] 1+1 1+1
4 7 10 13 7

genom att studera K = fol %? Naturen har tydligen (med Newton
som uttolkare) ordnat det sa att I och J har ”enkla” uttryck, d.v.s.
varden som ar relaterade till tal som vi kanner i andra sammanhang.
Som vi skall se galler detta aven K, aven om uttrycken blir mer
komplicerade.

Vi skall alltsa rakna ut K.

Foljande algebraformel kan latt kontrolleras:

1 1 1 1 z-—3 1 1

- _Z + :
1422 314z 3 (z—1)242 2 (z—-3)2+3

Vi raknar nu ut integralen fran 0 till 1 for de tre termerna i hoger-

ledet. Den forsta ger som tidigare é log2. I den andra observerar vi
att

N[

x_
(-3 +1

antar lika stora varden med motsatt tecken i symmetriska punkter

f(z) =

kring % Alltsa galler

1/2

f(z)dz = — f(z)dx.

0 1/2
Den andra termen ger alltsa bidraget 0. Den tredje, L, ar symmetrisk
kring z = % och alltsa ar

SR N
o T R A S
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Denna integral raknar vi ut precis som forut. Vi satter x =

‘/_tgu (z=0,u=0)och (z =3, u= %) motsvarar varandra.
dA dA dr 4 , V3 1 2
— = ——=_-cos"u- =
du dr du 3 2 cos?u +/3
sd att 5
A= — - u.

Alltsa galler for L ur (10), L = % "5 = 305"
Vi har nu réknat ut allt och funnit att serien (9) har vérdet

Log2+ ™
3 & 3v3'

6. Ga igenom och redovisa alla detaljer i ovanstaende resonemang.

7. Faktum ar nu att aven serien

1 1—}—1 1:t
5 9 13777

later sig beraknas. Arbeta med detta baserat pa en formel

1 axr + b cr+d

= +
1+az%  22—224+1 22++22+1

dar forst konstanterna a, b, ¢, d skall bestammas.
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