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Konvexa funktioner
URBAN CEGRELL

Umea Universitet

Vi skall titta pa reellvarda funktioner som har egenskapen att
varje korda till funktionskurvan ligger 6ver funktionskurvan. Sadana
funktioner kallas konvexa och vi gor en ordentlig definition.

DEFINITION. Lat [ vara ett intervall. Vi sager att f ar konvex pa [
om for varjez € I, y € I, 0 < A <1 det galler

fAz+ (1= Ay) <Af(z)+ (1-A)f(y)

Sa har kan det se ut

I=a,b|

(Ibland talar man ocksad om konkava funktioner, f &r konkav pre-
cis da —f &ar konvex.) Konvexa funktioner dyker upp savil inom
matematiken som i praktiska problem. Avsikten med denna uppgift
ar att undersoka konvexa funktioner fran matematisk synvinkel.
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1. Visa att
a) f(z) = z? ar konvex pa4 I = R = alla reella tal.

z, >0 .
b) f(z)= 0. »<0 ar konvex pa R.

2. Visa att om f ar konvex pa [a, b] och om vi har tal

och
0<)‘j§17 1<j<p
sa att
D =1
sa

P P
FAD N | <D0 Nif(=)).
j=1 =1

(Ledning: Sant da p = 2. Antag sant for p, visa for p + 1.)

3. Visa att om f ar konvex sa ar f kontinuerlig. (Om du inte ar siker
pa vad kontinuerlig betyder, se Appendix I i nedanstaende bok.)

4. Antag att f och g ar konvexa. Visa att max(f, g) ocksa ar konvex
och anvand detta for att visa att det finns konvexa funktioner som
inte ar deriverbara &verallt. (Jmf.1b.) (Betr. deriverbar se kapitel 3
i nedanstaende bok.)

5. Visa att om f &r konvex pa I = (a,b) och om a < zg < b sa
finns en funktion pa formen y = Kz + L dar K och L ar konstanter
(dvs en rat linje) sa att f(z) > Kz + L for alla x € I och sa att
f(zo) = Kz + L.

6. Antag att f ar tva ganger kontinuerligt deriverbar (dvs f” exi-

sterar och ar kontinuerlig). Visa att f ar konvex om och endast om
f"(z) >0 for alla z € I.
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7. Visa att f(z) = e *"(—00 < a < +00) ar konvex pa R.
8. Visa att foljande funktioner ar konvexa pa {x € R z > 0}

a) f(z)=a?  (1<p<+o0)
b) f(z)=—(2)? (0<p<1)

c) f(z)=—logz.
9. Visa olikheten

(«'131' xm)l/m <

da

(Ledning: Anvand 8c.)
10. Antag att ni har en reellvird funktion H(z,y) definierad pa rek-

tangeln
a

IN

r<b (—o0o<a<b<+o)

c d (—o<e<d<+0)

IA
IA

g

sa att for varje fixt = ar H(z,-) konvex och for varje fixt y ar H(-,y)
konkav. Da kan man visa att

a in H = min max H(z,y).
ar%la:%(b cgi}?d (z,9) c%}gd a<z<b (@:9)
Kan du visa en del av detta resultat genom att visa att vanstra ledet
aldrig kan vara storre an hogra ledet.

11. Konvexitet gar bra att definiera i rum med storre dimension an
1. Vi nojer oss med att undersoka fallet da definitionsomradet ar en
rektangel i R%, Q = {(£,7) € R?; a < €< b, ¢ <n <d}. Visiger
att en reellviard funktion f &r konvex pa Q om f(Az + (1 — A)y) <
Af(z) 4+ (1 = A)f(y) for varje val av z och y i Q och A, 0 < A < 1.
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Visa att (62 +71?)2 ar konvex.
12. Lat g(&,m7) = &n som ju ar en valdefinierad funktion pa ). Det
ar ju klart (?) att for varje fixt & sa ar g(&,n) en konvex funktion i

n och pa samma sétt ar for varje fixt n, g(-,n) en konvex funktion i
¢. Ar g konvex pa Q?
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