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Om Pythagoras hade varit taxichauffor
i Lulea

ANDREJS DUNKELS

Hogskolan i Lulea
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Fig 1.

Om man vill ta sig fran P-platsen i hornet av Képmangatan och Tim-
mermansgatan till Vinbutiken (se fig 1) sa gar det inte att snedda
fagelvagen. Men man kan promenera — eller aka taxi — Kopmangatan
till Kungsgatan och svianga at vanster dar. Om Pythagoras hade
varit taxichauffor i Lulea och man fragat honom om avstandet mel-
lan denna P-plats och Vinbutiken, sa hade han svarat med summan
av biten langs Kopmansgatan och biten langs Kungsgatan. Han
skulle inte ha sagt att avstandet ar kvadratroten ur summan av
dessa bitars kvadrater. Manga generationer skolbarn skulle ha jublat
om Pythagoras hade varit taxichauffor. Tank att slippa kvadrater
och kvadratrotter! Avstandsberakning utan tandagnisslan och rot-
utdragning.
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PYTHAGORAS’ SATS TAXI-PYTHAGORAS’
a2+ b2 = ¢2 SATS
at+tb=c
¢ b ¢ b
a a
Fig 2.

Lat oss studera nagra geometriska begrepp och se hur de ter sig
om man med avstand mellan tva punkter menar tazi-avstandet, dvs
den sammanlagda strackan som man tillryggalagger nar man forst
gar horisontellt och sedan vertikalt fran den ena punkten till den

andra.
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Fig 3.

Hur ser t ex en taxi-cirkel ut? I fig 3 har vi markerat tva punkter
B och C pa taxi-avstand 5 fran A. Och det ar latt att hitta fler.
Man gar bara forst horisontellt darefter vertikalt sa att summan blir
5. Mangden av alla punkter pa taxi-avstandet 5 fran A ar taxi-cirkeln
med centrum i A och taxi-radie 5 (se fig 4).

Hur ser da taxi-mittpunktsnormalen till en stracka ut? For att
forenkla beskrivningen infor vi ett ratvinkligt koordinatsystem med
samma skala pa bada axlarna. Lat strackan ha dndpunkterna (0,0)
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Taxi-cirkel

Fig 4.
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och (6,4). Mittpunktsnormalen kan beskrivas utan begreppet vinkel

som méangden av alla punkter pa lika avstand fran striackans and-
punkter. I vart fall finner vi forst latt strackans mittpunkt (3,2).
Darefter kan vi till exempel rita tva taxi-cirklar med radie 5, en
med centrum i (0,0) och en med centrum i (6,4). Dessa cirklars
gemensamma del G ligger da pa den sdkta taxi-normalen (se fig 5).
Innehaller den flera punkter? Om vi ror oss fran P (se fig 5) utanfor
G at hoger, rakt eller snett, sa kommer vi att ndrma oss (6,4) och
avlagsna oss fran (0,0). Inga punkter till hoger om P tillhor saledes
var sokta normal. Om vi ror oss at vanster fran P narmar vi oss (0, 0)
och avlagsnar oss fran (6,4), dvs normalen finns inte till vinster om
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P heller. Om vi emellertid ror oss rakt upp sa okar taxi-avstandet till
(6,4) med precis lika mycket som till (0,0). Alla punkter rakt ovanfor
P ligger alltsa pa den sokta normalen. Ett liknande resonemang kan
foras utgaende fran Q och vi far taxi-mittpunktsnormalen enligt fig 6.

Yy |

L I
I

Taxi-mittpunktsnormalen
S
g till strackan OS

Fig 7.

Lagg marke till att vi ocksa skulle ha kunnat soka alla skarnings-
punkter mellan cirklar med lika radier och centrum i (0, 0) respektive
(6,4).

Nagon kanske foredrar att behandla problemet analytiskt. Hur
ser da avstandsformeln ut? Den harleder man latt med hjalp av
Taxi-Pythagoras’ sats (se fig 7). Speciellt far vi alltsa att |z|+ |y| ger
avstandet fran en godtycklig punkt (z,y) till origo och |z — 6|+ |y —4|
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ger avstandet fran (z,y) till (6,4). Problemet att bestimma var taxi-
mittpunktsnormal kan saledes formuleras sa har: Los ekvationen

lz| + |y| = |z — 6| + |y — 4].

(I larobocker forekommer da och da Gvningar med mystiska ekva-
tioner med absolutbelopp. Alla som undrat var de kommer ifran
har svaret hir: Taxi-Pythagoras’ virld.) Lo&sandet av ekvationen
overlater jag at lasaren — jamfor resultatet med fig 6.

Ser alla taxi-mittpunktsnormaler lika ut? Utredningen av detta
overlater jag at var och en att genomfora. Ett forslag: préva med
anpunkterna (1,1) och (4,4) och var beredd pa en overraskning.

Anledningen till att jag valt detta amne ar tvafaldig. For det
forsta ar jag ute for att roa. For det andra vill jag ge exempel pa
ett omrade dar man kan hitta manga dmnen till specialarbeten i
matematik for gymnasister. Man kan val inte precis lara ut kreativt
tdnkande, men man kan stimulera till att 6va denna férmaga. Taxi-
geometrin tror jag lampar sig utomordentligt val for detta. Har
finns mycket att undersoka, har finns problem av varierande svarig-
hetsgrad — fran direkta undersokningar av geometriska begrepp till
djupare studium av euklidisk och icke-euklidisk geometri. Det finns
mycket i undersokningen av taxi-mittpunktsnormalen som paminner
om matematisk forskning. Dessutom forestaller jag mig att Du skall
kunna komma sa langt att Du sjalv kan formulera vettiga problem
— har man funnit taxi-cirklar ger man sig pa taxi-ellipser. Vad ar
egentligen en ellips? Hyperbel? Parabel?
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L 1 varv = 8 rax
x 1/2 varv = 4 rax

(~1,0) 0 (1,0)

(07 _1)
Fig 8.

Taxi-geometrin kan foras vidare till studium av taxi-trigonometri
— lat oss kalla den for trizonometri. Utgaende fran taxi-enhetscirkeln
galler det bara att apa efter det vanlig sattet att definiera cosinus och
sinus. Men allra férst maste man skaffa sig ett lampligt vinkelmatt,
det s k razianmadttet (se fig 8). Vi infor sa de trixonometriska funk-
tionerna (se fig 8) tosinus och tinus utgaende fran koordinaterna for
punkten P:

P = (tos z,tinz).
Vi far latt t ex
tos 0 =1, tos 1 =1/2, tos 4 = —1, tos 6 =0,

{tinO:O, {tin1:1/2, {tin4:0, {tinG:—l.
Man ser ocksa att taxi-m ar exakt 4 — avsevart enklare dn i var
vanliga omvarld. Trixonometriska ettan, som ju ar en direkt foljd av
Taxi-Pythagoras’ sats, blir

tos z| + |tin z| = 1.

Detta ar bara borjan. Mycket spannande aterstar att prova. Hur
ser till exempel kurvorna y = tos z och y = tin z ut? Ovriga
trixonometriska funktioner? (Problem med bendmningen av taxi-
tangensfunktionen uppstar — fritt fram for fantasin!)



62 ANDREJS DUNKELS

Har har jag tagit upp ett fatal spridda detaljer fran ett rikt falt.
Som sagt, svaren ar inte givna pa forhand, de ar ibland latta att
komma at, ibland svara; ibland forvanande, oftast roande.
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Fig 9.

Lat oss avslutningsvis titta pa trianglarna i fig 9. Tva sidor och
mellanliggande vinkel ar lika. Men trianglarna ar ju inte kongru-
enta. I sjalva verket skiljer sig taxi-geometrin fran den traditionella
euklidiska geometrin just ifraga om det axiom som motsvarar forsta
kongruensfallet och ingenting annat.
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Detta ar en omarbetad version av en artikel med samma namn i
Elementa 59 (1976), s 16—21. Se dven Bjorn Gustafsson Nagot om
metriker i denna volym.



