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Restrakning och ekvationer
TORSTEN EKEDAHL

Stockholms Universitet

Beskrivning av uppgiften. Specialarbetet bestar i att satta sig
in i hur man raknar med rester vid division med primtal, hur man
loser ekvationer vid restrakning. Till sist ska man berakna antalet
losningar till en viss sorts ekvationer och jamfora den statistiska
fordelningen av dessa antal med en fordelning som man hoppas att
de ska uppfylla.

Restrakning. Vi sager att tva tal ar kongruenta modulo ett tredje
om de har samma rest vid division med detta tal. Till exempel sa ar
12 kongruent med 5 modulo 7 eftersom de bada har resten 5 vid divi-
sion med 7. Man skriver ocksa detta som 12 =5 (mod 7). (Referens
till detta och det som f6jer narmast ar [Hardy-Wright:Kap. V, spec
5.2, 5.3].) Kongruenser uppfyller de vanliga raknelagarna: 12 = 5
(mod 7) och (13) = (20) (mod 7) s& 12-13 = 520 (mod 7) och
12 + 13 = 5 + 20 (mod 7). Vi har naturligtvis ocksd t ex 2!? =
(23)* = 8* = 1* (mod 7). Man kan ocksa tala om kongruensekva-
tioner: z = 3 (mod 7) ar en 16sning till ekvationen 22 + 2z — 1 = 0
(mod 7) eftersom 32 +2-3 —1 =14 = 0 (mod 7). P& samma sitt
ar (z,y) = (6,0) (mod 7) en 15sning till ekvationen y* = 23 — 1
(mod 7). Man kan rikna antalet 16sningar till saidana ekvationer.
Forst konstaterar vi att om ett tal (eller ett par av tal) ar en 16sning
till en kongruensekvation beror bara pa resterna av talet (talen) vid
divsion med det tal som resterna raknas modulo (i vara exempel 7).
Darfor ar det naturligt att ga genom varje rest precis en gang. Om
vi till exempel vill se hur manga l6sningar ekvationen z242x—1 =0
(mod 7) har sa ska vi lata z anta vardena 0,1,...,6:
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02+2-0—1=-12£0 (mod 7)
124+2.1-1=2 #0 (mod 7)
22+2-2—1=7 =0 (mod 7)
32+2-3-1=14=0 (mod 7)
42 4+2-4—1=23#£0 (mod 7)
52+2.5—1=34% 0 (mod 7)
6% +2-6—1=47#£ 0 (mod 7)

Vi ser alltsd att ekvationen z?---z — 1 = 0 (mod 7) har tva
l6sningar. Pa motsvarande satt kan vi rakna antalet losningar till

3 —1 (mod 7) och d& maste vi lata bade x och y

ekvationen y? = «
anta vardena 0,1, ... ,6 dvs i allt maste vi rdkna igenom 7 -7 = 49
olika fall. Vi kan gor rakningarna pa ett enklare satt an att ga
igenom alla dessa 49 fall och verifiera om vansterledet har samma
rest som hdgerledet vid division med 7. Om vi véljer en rest (t ex
3) for x sa kan vi borja med att fraga oss om det Gverhuvudtaget
finns ett y sd att ekvationen y? = 3% — 1 (mod 7) ar uppfylld. Da
33 —1=5 (mod 7) si betyder det att vi frigar oss om ekvationen
y? =5 (mod 7) har ndgon 16sning eller inte. Om vi gér igenom alla

mojligheter for y far vi:

02 =0 (mod 7)
12 =1 (mod 7)
2?2 =4 (mod 7)
32 =2 (mod 7)
4% =2 (mod 7)
52 =4 (mod 7)
62 =1 (mod 7)
Vi ser alltsa att ekvationen y? = 5 (mod 7) inte har nidgon 16sning

och darfor nér vi forsoker rakna 16sningarna till y2 = 23 —1 (mod 7)
s& kan vi utesluta alla par (z,y) dir z = 3. A andra sidan, om z = 2
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far vi 23—1 =0 (mod 7) och fran tabellen ovan ser vi att ekvationen

2 _
Yy =
vilka x = 2 far vi 1 16sning till ekvationen 3% = 23 — 1 (mod 7). Vi

(mod 7) har precis en 16sning sa att bland paren (z,y) for

kan ga igenom alla rester x och vi far da:

02 —1=6 (mod 7)
13 —1=0 (mod 7)
23 — 1 =0 (mod 7)
32 —1=5 (mod 7)
43 —1=0 (mod 7)
53 —1=5 (mod 7)

Vi ser alltsa att vi far sammanlagt 3 l6sningar till ekvationen
y?> =23 — 1 (mod 7); 1 for varje z-varde 1, 2 resp 4.

Vi kan byta ut 7 mot ett annat tal; av anledningar som kommer att
bli klara om ett 6gonblick vill vi lata detta tal vara ett udda primtal
p. Om vi vill rakna antalet losningar till ekvationen y? = 23 — 1
(mod p) sa kan vi resonera som i det speciella fallet 7. For ett givet
varde zg pa z far vi tre fall:

I. y> = 23 — 1 (mod p) har ingen 16sning.
I1. y? = 23 — 1 (mod p) har en 16sning och =3 — 1 # 0 (mod p).
II. z3 — 1 =0 (mod p).

I det forsta fallet sa finns det inga par (zg,y) som ar l6sningar till
ekvationen y? = z3>—1 (mod p). I det andra fallet finns det precis tva
16sningar: Det finns minst tva 16sningar ty om (zg,y) ar en 16sning
sa ar (zg, —y) en annan och y och —y ar olika rester eftersom p ar ett
udda tal. A andra sidan finns det hogst tva lésningar till ekvationen
y?> =t (mod p). Om y3 =t (mod p) och y =t (mod p) s y3 = y}
(mod p) och darfor (yo —y1)(yo +y1) = ¥ ¥3 = 0 (mod p), men om
tva tal ej ar delbara med p sa ar deras produkt inte heller delbar med
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p [Hardy-Wright: 1.3 Thm 3] (hir anvander vi att p ar ett primtal,
vihartex2 # 0 (mod 6) och 3 # 0 (mod 6) men 2-3 =0 (mod 6)).
Darfor har vi antingen yo —y; = 0 (mod p) dvs yp och y; dr samma
rester eller yo + y1 = 0 (mod p) dvs yg och —y; &r samma rester,
vilket ger hogst tva mdjligheter for en 16sning till y? = ¢ (mod p).
Till sist, i fall III finns bara en 16sning (g, y) ty vi méste ha y? =
(mod p) vilket igen medfér att y = 0 (mod p) (eftersom y ar ett
primtal).

Vi ser alltsa att for att rakna antalet l6sningar (z,y) till 22 = y3—1
(mod p) sa kan vi ga genom alla mdjligheter for z (z = 0,1,2,...,p—
1), rdkna ut resten av 23 — 1 vid division, kontrollera i vilket av fallen
I-I1T vi befinner oss i och, till sist, for varje varde av x lagga 0, 2 resp
1 till antalet losningar om vi ar i fall I, II resp III.

Snabbheten i olika metoder. Det kan tyckas att vi har kommit
pa en mycket battre metod &n att ga igenom alla par (z,y) om vi
foljer detta recept och vi som i fallet p = 7 borjar med att skriva
upp en lista pa alla rester som ar kvadrater. Lat oss gora en upp-
skattning av antalet saker vi maste gora for att komma fram till
antalet losningar. I det fall dar vi gar igenom alla par maste vi for
varje par rakna ut y? och z3 — 1, rikna ut deras skillnad, ta resten
vid division med p och sedan se om denna rest ar noll eller inte.
Detta innebar 5 multiplikationer, 2 subtraktioner, en division och
en jamforelse. Vi vill bara ha en grov uppskattning av hur lang tid
det tar att gora vara berakningar sa vi nojer oss med att konstatera
att det tar en viss fix tid att kontrollera om ett par (z,y) uppfyller
y? = 22 — 1 (mod p) eller ej. I allt tar det alltsd en fix tid gdnger
p?, antalet par, for att bestimma antalet 16sningar (vi bryr oss inte
om att multiplikationer osv tar langre tid ju fler siffror de inblandade
talen dr, denna tid vaxer ratt langsamt med p). Eftersom tiden vixer
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som en multipel av kvadraten pa p sa blir den snabbt stor och denna
metod blir snabbt opraktisk. Om vi tittar pa den andra metoden sa
borjar vi med att gora en lista pa alla kvadrater vilket tar en fix tid
ganger p, sedan riknar vi ut for varje = resten av z3 — 1 och letar
sedan 1 listan for att se om denna rest forekommer. Da listan har
langd ]%1 sa ar soktiden for att se om en rest ar en kvadrat eller €j
en fix tid ganger p och da vi maste soka for varje x blir den totala
soktiden en fix tid gdnger p?! Vi kan forbattra tiden om vi istillet
borjar att gora en lista over alla rester vid division och sedan prickar
for de som ar kvadrater. Att gora detta tar en fix tid ganger p. I
steget dar vi tidigare sokte igenom listan for att se om resten av
x3 — 1 var en kvadrat eller ej kan vi nu ga in i listan och se om resten
av 3 — 1 ar forprickad eller ej. Detta tar bara en fix tid for varje
x sa vi ser att den totala tiden for att bestamma antalet l6sningar
till y2 = 23 — 1 (mod p) &r en fix tid ganger p, vilket &r en avsevird
forbattring.

Ett problem med denna senare metod ar att vi maste ha en lista
av langd p med kvadraterna forprickade vilket tar plats om p ar
stort. Det finns ett lite mer avancerat satt att gora det hela pa som
ocksa tar en fix tid ganger p. Det hela gar ut pa att hitta ett satt
att avgora om det for en given rest t finns en losning till ekvationen
y =t (mod p) utan att gora upp en lista pa alla rester av kvadrater.
Nirmare bestimt &r det si att t“ har rest p-1 vid division med
p om det ej finns nagon losning, har rest 1 vid division med p om
det finns en 16sning och t ej har rest 0 vid division med p och har,
naturligtvis, rest 0 om t har rest 0 vid division med p (se [Hardy-
Wright: 6.5, 6.6 Thm 83]). Detta &r det sk Eulers kriterium. Till
exempel s34 33 =27 =6 =7—1 (mod 7) och 22 = 8 =1 (mod 7)
och vi ser fran tabellen ovan att y = 3 (mod 7) ej har nagon l6sning
medan y = 2 (mod 7) har det. Till en borjan kan det tyckas att
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p—1
2

att berikna t“7 . Detta &r dock inte sant, det gar att gora med

detta inte ar till nagon hjalp da det behovs multiplikationer for
ett mycket mindre antal! Ta beriknandet av 3! som ett exempel.
Vi bérjar med att skriva 11 bindrt: 10 = 23 + 2 + 1. Vi beridknar
sedan forst 32 = 9, sedan 32° = 92 = 81 och 32" = 812 = 6561. Till
sist far vi 311 = 32 2+1 = 32" . 32.31 = 6561-9-3 = 177147. Vi

ser pa detta satt att antalet operationer som behovs for att berakna
p—1

ar proportionellt, inte mot p utan mot langden pa den binara

utvecklingen av p—;l. Detta ar av samma storleksordning som den
tid det tar att multiplicera eller addera tva tal av storlek ungefar p
en tid som vi redan flera ganger har latsats ar konstant.

Vi far alltsa foljande recept for att berakna antalet losningar till
ekvationen y? = 23 — 1 (mod p), som har fordelen att vara snabb

och ej krava att vi gor langa listor.
Gor foljande for ¢ = 0,1,...,p — 1:

STEG 1: Berikna resten vid division med p av 23 — 1. Kalla
denna rest t.

STEG 2: Berikna resten av 7 vid division med pomt ej
ar 0. Kalla denna rest r.

STEG 3: Om t ar 0 lagg 1 till antalet 16sningar. Om r ar 1
lagg 2 till antalet 16sningar annars gor inget.

For att fa en uppfattning om antalet 1osningar ar det en bra idé
att dra p fran antalet 16sningar (anledningen till detta blir klar om
nagra rader). Vi kallar det tal vi da far for a,. D& p ar lika med
antalet x som vi gar igenom sa far vi foljande recept for att berakna
ap.

Satt a, lika med 0. Gor foljande for z = 0,1,...,p — 1:

STEG 1: Berikna resten vid division med p av 23 — 1. Kalla
denna rest var t.
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STEG 2: Beriikna resten av t"z vid division med p om t €]
ar 0. Kalla denna rest 7.

STEG 3: Om t ar 0 lagg 0 till ap. Om r ar 1 lagg 1 till a,
annars lagg -1 till a,.

Forvantade fordelningar. Man kan visa att t ar lika med 0 for
hogst 3z (se [Hardy-Wright:VII Thm 107]). Detta fall kommer darfor
inte att paverka a, speciellt mycket. I de andra fallen s& verkar det
rimligt att resten av z3—1for z = 0,1, ..., p—1 skulle vara en kvadrat
ungefar lika ofta som det inte var det (eftersom det finns lika manga,
rester skilda fran 0 som ar kvadraten av en rest som det finns rester
som inte ar det). Darfor bor det vara sa att vi lagger 1 till a), ungefar
lika manga ganger som vi lagger till -1. Om detta ar sant sa bor a,
vara ungefar 0. Mer precist kan vi till och med tanka oss att det ar
helt slumpmassigt om, for ett givet z, resten 23 — 1 ar kvadraten av
en rest eller inte. I sa fall kan vi naturligtvis inte hoppas pa att a,
skulle vara exakt 0. A andra sidan om det ar slumpmissigt si vet
vi fran sannolikhetslaran att med hog sannolikhet ska a, hogst vara
i storleksordningen ,/p. Ett mycket beromt matematiskt resultat
sager att vi alltid har —2,/p < ap, < 2,/p. Detta bekriftar till en
del var ”statistiska modell” att det ar slumpmaissigt om z3 — 1 har
rest en kvadrat eller inte men visar ocksa att situationen ar mer
komplicerad eftersom om det vore slumpmassigt pa samma satt som
slantsingling sa skulle vi alltid fa d&tminstone nagot a, som ar storre
an 2,/p (nidrmare bestdmt en viss proportion av a,:na skulle vara
storre an 2,/p eller for den delen storre an ett godtyckligt tal ganger
V/P). For att fa en battre idé om vad vi kan séga om a,:na sa skalar vi
dem med faktorn 2,/p och sitter b, = a,/2,/p. Pa sa sitt kommer
vi alltid att ha att —1 < b, < 1. Vad kan vi nu saga om dessa
tal? Erfarenheten visar att vi inte kan saga nagot fornuftigt om de
enskilda b,:na utan endast nagot om deras statistiska férdelning dvs
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om vi beraknar b, for ett antal p sa kan vi se hur stor proportion
av bpma ligger i intervallet mellan a och b for olika a och b med
—1 < a < b < 1. Ett annat matematiskt resultat, inte lika beromt
som det forra, sager att b,:na ar jamnt fordelade bortsett fran att
halften av dem ar 0 dvs om vi beraknar b, for tillrackligt manga p sa
kommer andelen b, som ligger i intervallet mellan a och b att komma
godtyckligt nara I’TT" plus % om 0 ligger i intervallet (4:an i nimnaren
kommer fran att vi vill ha proportionen 1 nir a=-1 och b=1). Med
andra ord, bortsett fran 0, ar inget varde pa b, mer sannolikt an
nagot annat.

Vi kan ersiatta 3 — 1 med ett annat tredjegradspolynom t ex
23 + 2z + 1. Om vi definierar a, och b, pd samma sitt men nu
for ekvationen y? = z3 + 2z + 1 (mod p) sa galler fortfarande att
—2,/p < ap < 2,/p och darfor —1 < b, < 1. Denna gang ska b,:na
daremot inte vara jamnt fordelade. Istallet ska proportionen av de
b, som finns i intervallet mellan a och b vara nara

b
2/ V1—2%2dz
™ a

(denna integral kan naturligtvis rdknas ut men den ser trevligare ut
som den dr). Att detta galler for 23 + 2z + 1 dr ndgot man inte, till
skillnad fran fallet 23 — 1, vet utan for tillfillet endast hoppas pa.
Aven om man inte kan bevisa det ir det nagot man kan undersoka
rimligheten av genom att berakna b, for ett antal p och jamfora de
proportioner man far med vad man hoppas pa.

Situationen for ett godtyckligt tredjegradspolynom forvantas vara
densamma som for ett av de polynom vi diskuterat. Detta ar inte
sant for nagra sallsynt forekommande polynom: de som har ett
nollstille gemensamt med sin derivata som t ex z3 + z2; ¢ = 0
ar ett nollstille till badde x3 + 2 och dess derivata 322 + 2z. Om vi
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istallet tittar pa =3 4+ 2z 4+ 1 s ar dess derivata 322 + 2 s& om de har
ett gemensamt nollstalle x sa ar

x3+2x+1:0
322 +2=0.

Om vi multiplicerar den forsta ekvationen med 3 och den andra med
x och subtraherar far vi

e +3 =0
322 +2=0.

Om vi multiplicerar den forsta ekvationen med 3x och den andra
med 4 och sedan subtraherar far vi

4r+1=0
9z — 8 = 0.

Om vi multiplicerar den forsta ekvationen med 9 och den andra med
4 och sedan subtraherar far vi

41 = 0.

Av detta ser vi att 3 + 2z + 1 inte har ndgot nollstille gemensamt
med sin derivata. Om vi istallet hade raknat rester vid division med
41 sa hade vi pa slutet istallet fatt

41 =0 (mod 41)

vilket faktiskt ar sant och man kan kontrollera att x = 10 ar en
gemensam 16sning till 22 + 2z +1 = 0 (mod 41) och 322 +2 = 0
(mod 41). Precis som vi inte ar intresserade av polynom som har ett
nollstalle gemensamt med sin derivata sa ar vi heller inte intresserade
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av vissa ”daliga” primtal. Dessa ar de primtal for vilka det polynom
vi ar intressserade av har ett nollstalle gemensamt med sin derivata
vid restrakning vid division med primtalet i fraga. I fallet 23 +2z+1
borde vi alltsd hoppa 6ver 41 nar vi berdknar b,:na och i alla fall nar
vi raknar ut proportionen av b, i ett visst intervall. Da det bara ror
sig om ett varde har det dock inte nagon storre betydelse.

Om vi nu betraktar ett tredjegradspolynom som ej har nagot
nollstalle gemensamt med sin derivata sa galler igen att —1 < b, <1
for alla udda primtal p. Vidare hoppas man att den statistiska
fordelningen antingen ska vara som i fallet 3 — 1 dvs proportio-
nen b, i intervallet fran a till b ska vara ungefar ”TT“ plus % om 0
ligger i intervallet eller som i fallet z® + 2z + 1 dvs proportionen b,
i intervallet fran a till b ska vara ungefar % f: V1 — 22 dz. Det finns
ett satt att bestamma direkt om det forsta fallet ska galla och nar
det ar sa sa vet man att den statistiska fordelningen ar den man hop-
pas pa. A andra sidan finns det inget exempel pa ett polynom som
inte faller i den forsta kategorin for vilket man vet att den statistiska
fordelningen ar den man onskar. Vad man har gjort ar att berakna
b, for ett antal polynom och ett antal primtal och se om propor-
tionerna ar de de borde vara. Det ar dessutom det andra fallet som
ar det vanligaste; om man tar ett polynom pa mafa sa ar chansen

mycket liten att den faller i den forsta kategorin.

Om man tittar pa polynom av andra gradtal sa hander foljande.
Om graden ar 1 hander inget spannande: a, ar alltid 0. Om graden
ar 2 ar det knappast mer intressant: a, ar alltid O eller -1. Om
graden ar 4 ar situationen precis som i fallet grad 3. Om graden ar 5
eller storre ar situationen mer komplicerad t ex om graden ar 5 vet
man bara att —4,/p < ap < 4,/p och for fordelningen av by:na finns
det fler an tva mojligheter.
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Narmare beskrivning av specialarbetet. Man ska till en borjan
forsta kongruensrakning; i den man ovanstaende inte ar tillrackligt
kan man lasa mer i t ex [Hardy-Wright: Kap V, VI, VII]. Det finns
mojlighet att lagga mer eller mindre tid pa denna del, t ex ar det
inte nodvandigt att veta varfor Eulers kriterium fungerar for att
anvanda det. Den andra delen av specialarbetet skall sedan agnas
at att undersoka fordelningen av bp:na for nagra tredjegradspoly-
nom och primtal. Det ar knappast realistiskt att genomfora detta
for hand men den enklaste formen av programmerbar fickraknare ar
tillracklig (nagra exempel maste naturligtvis rdknas ut fér hand for
att kontrollera att man har programmerat ritt). Alla de steg som
beskrivits ovan gar att programmera, aven om en del saker fordrar
eftertanke som t ex att man maste se till att heltalsberdkningarna
utfors exakt och inte i flyttalsform. Resultaten skall sedan jamforas
med den forvantade fordelningen. Detta kan ske i tabell- eller dia-
gramform men man kan ocksa tanka sig nagon form av statistisk
analys. I det fall det finns intresse for numeriska berakningar kan
man jamfora hastigheten av de olika metoder som beskrivits ovan
och gora olika forsok att oka genom att andra i programmen.
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