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Nagot om algebraiska kurvor
BJORN GUSTAFSSON

KTH

Inledning. De enklaste matematiska funktionerna ar de som kan
definieras direkt med hjalp av de fyra raknesatten, dvs polynomen,
(bara tre rakneséitt behovs) och de rationella funktionerna. Det &r
darfor rimligt att saga att till de de enklaste kurvorna i planet hor de
som kan parametriseras med rationella funktioner samt (allménnare)
sadana som &r nivakurvor till polynom (rationella funktioner ger ing-
et ytterligare hir). Studiet av dessa typer av kurvor och deras hogre-
dimensionella motsvarigheter kallas algebraisk geometri och ar en
gren av matematiken som, trots hundratals ar pa nacken, fortfarande
ar en av de mest livskraftiga och kanske t o m ar extra aktuell idag
pa grund av helt nya tillampningar inom modern fysik.

Denna uppgift skall ge nagra smakprov pa algebraisk geometri
med till-lampningar.

a) Kurvan z2+y? = 1i planet (= R?) har som bekant en parametris-
ering © = cost, y = sint (¢ reell parameter). Visa att det ocksa
finns en rationell parametrisering, dvs att det finns tva (icke-
konstanta) rationella funktioner q(t) och r(t) sa att q(¢)® +r(t)* =

1. (Rationell funktion = kvot mellan tva polynom. Exempel:
t3—3t4+1 )
5t2+42 °

b) Visa mer allmént att varje irreducibel andragradskurva p(z,y) = 0

ar rationell, dvs kan parametriseras med rationella funktioner. (Ir-
reducibel betyder att polynomet p(x,y) inte kan skrivas som pro-
dukten av tva polynom av lagre gradtal, inte ens om man tillater
dessa att ha komplexa koefficienter. Exempel: z2 + y? — 1 ar irre-
ducibelt men inte 22 + y2, ty 2% + y? = (z + iy)(z — iy).) Detta
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resultat har som konsekvens att problemet att berakna integraler

sasom

/ dx / 2z + 1 p
V1 —z2? zvV1+x+ 22

(eller, allmént, integraler av typen [ r(z,vaz?+ bz + c)dz dar

r(z,y) ar en rationell funktion i tva variabler) kan aterforas till prob-

lemet att berdkna en integral av en rationell funktion (i en variabel).
Visa detta.

Ledning: Om exempelvis v/1 — 22 forekommer i integranden, sitt
y = V1 — 22 sd att 2 + y2 = 1 och gor variabelsubstitution till
en rationell parameter i integralen.

Visa att kurvan 23 +y3 = 1 (eller allmédnnare 2" +y" =1, n > 3)
inte ar rationell. Ledning: Anta %n %n = 1, dar p,q,r ar
polynom, som vi kan anta inte innehaller nagon gemensam faktor.

Harled forst relationen

qr' —rq" _rp'—pr’  pg —qp

pn—l o qn—l o rn—1

Ovanstande uttryck definierar en rationell funktion, som vi kan
skriva u/v dar u och v &r polynom utan gemensam faktor. Harled
nu en motsagelse genom att a ena sidan visa att (pa grund av att
p"1,¢" "1, 7"~ 1 maste innehalla v som faktor) u /v i sjilva verket
ar ett polynom (dvs v = konstant) och a andra sidan visa att u:s
gradtal blir strangt mindre &n v:s gradtal da n > 3.

En punkt (zg,yo) pa en algebraisk kurva p(z,y) = 0 (algebraisk
betyder att p(z,y) ar ett polynom) kallas singuldr om (fSrutom
p(z0,0) = 0) 22(z0,0) = 6—5(330,1/0) = 0.

Har ar nagra exempel pa algebraiska kurvor som har en singular

punkt i origo.

1)
2)

y' =2 +y°
y’=a® -y’



3)
4)
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(@ + ) =2 = o,

(e +12)? = 2y,

(Hitta garna pa fler exempel sjilv.) Rita upp dessa kurvor och
studera dem speciellt i narheten av origo. Tre av dem har egen-
skapen att (nédstan) varje rat linje y = ¢tz (dar ¢ ar en konstant)
genom origo skar kurvan i precis en punkt utover origo. Visa
att detta ger upphov till en rationell parametrisering av kurvan,
ndmligen med ¢ som parameter. (Den aterstaende kurvan ar ocksa
rationell.) Denna metod att parametrisera vissa kurvor ger att
varje tredjegradskurva som innehaller en singuldr punkt ar ra-
tionell. (Metoden kan ocksa tillampas pa alla andragradskurvor,
vilket ger en ledning till a) och férsta delen av b).) Kan en (irre-
ducibel) andragradskurva ha singulira punkter?

Forstaelsen for algebraiska kurvor okar avsevart om man i den
tillhérande ekvationen p(z,y) = 0 tillater z och y att vara kom-
plexa tal. Till ett givet polynom p(z, y) far man dérvid en komplex
kurva

{(z,w) : z,w komplexa tal sadana att p(z,w) = 0},

som ar en tva-dimensionell mangd i ett fyr-dimensionellt rum.
Man kan nu visa att en (irreducibel) algebraisk kurva p(z,y) =
0 ar rationell om och endast om motsvarande komplexa kurva
(kompletterad med vissa odndlighetspunkter) topologiskt sett &r
en sfar (vanligtvis mycket tillknycklad och med gott om singuléra
punkter dir den t ex skir sig sjalv). Med detta (topologiskt en
sfar) menas ungefar att kurvan kan deformeras kontinuerligt, utan
att det nagon gang uppstar brott, till en sfar. Exempel pa ytor
som topologiskt sett inte ar sfarer ar torusen, Kleins flaska eller
varje icke sluten yta (alltsd en yta som har kanter). Kan du inse
att den komplexa kurvan z2 4+ w? = 1 topologiskt sett ir en sfir
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medan t ex 2% +w3 = 1 ar en torus (jamfor a) och c) ovan)? (Inte
sa latt! Ta inte denna del av uppgiften alltfor allvarligt, men las
garna om ytors topologi i nagon bok, t ex Sigma, band IV .)

For den som vill jobba mera:
Studera kurvan

Coiplz,y) = (®+y*)? -2 —y*) —2%(® +y*) —a =0

for nagot fixt virde pad r > 1, t ex r = v/2, och alla reella virden
pa a. Hur manga olika sammanhéngande kurvor och hur manga
isolerade punkter innehaller C, for olika varden pa a? For vilka
varden pa a andrar C, struktur? Kan du hitta nagra varden pa
a for vilka C, ar rationell? (For de flesta varden pa a ar den inte
det. Vi kan upplysa om att en rationell (irreducibel) kurva inte
kan innehalla mer &n en sluten kurva, men kan innehalla ett flertal
isolerade punkter.) Ar C, reducibel (dvs kan p(z,y) faktoriseras)
for nagra varden pa a?

Kurvskaran i f) kan beskriva vissa fysikaliska fenomen. Om vi t
ex later r vaxa fran noll till oandligheten och véljer a enligt

{a:—(l—r2)2 dao<r<l,
a=0 dar>1,

sa beskriver (under lampliga antaganden) méngderna

D(r) ={(z,y) € R? : p(z,y) < 0}

tillvaxten av tva grunda vattenpolar da det kontinuerligt drop-
par vatten i punkterna (z,y) = (£1,0). (Tidsparametern blir
proportionell mot r? vid konstant dropp-hastighet.) Rita nagra
av mangderna D(r) och studera speciellt vad som hinder da r
passerar vardet r = 1.
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