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Nagot om permutationer
LARrs HoLsT

KTH, Stockholm

1. Inledning. I manga matematiska resonemang maste man rakna
antalet fall av olika slag. Den del av matematiken som systematiskt
studerar dylikt brukar kallas kombinatorik. Flera av de grundlag-
gande fragestallningarna har en lang historia, men man kan nog siaga
att ett mera systematiskt studium paborjades under 1600-talet, da
aven sannolikhetsteorin borjade utvecklas. Manga av de klassiska re-
sultaten i sannolikhetsteorin formulerades forst rent kombinatoriskt.
Avsikten med nedanstaende ar att ge underlag for ett specialarbete
om nagra grundlaggande resonemang och begrepp i enumerativ kom-
binatorik som anknyter bl.a. till klassisk sannolikhetsteori. For en

fyllig och inspirerande framstallning med mangder av olika exempel
hénvisas till boken av Feller (1968).

2. Permutationer. Pa hur manga satt kan 7 barn fordela platserna
1 ett sjumannalag © fotboll? Hur manga olika blandningar finns av
en kortlek omfattande 52 olika kort? Pa hur manga olika satt kan n
personer satta sig pa n stolar? Manga matematiskt sett ekvivalenta
formuleringar finns av dylikt, t.ex. ange antalet olika satt som talen
1,2,...,n kan skrivas efter varandra pa en rad. For exempelvisn = 3
finns de 6 mojligheterna 123, 132, 213, 231, 312, 321. Ett sadant satt
kallas en permutation av talen 1,2,...,n. Antalet sadana brukar
betecknas n!, lases n-fakultet. Av praktiska skal satter man 0! = 1.
Vad ar n! uttryckt i 1,2,...,n? Rakna ut detta antal for de tva forsta
fragorna.

3. Binomialkoefficienter. Betrakta m nollor och n —m ettor, som
skrivs efter varandra pa en rad i nagon ordning. Detta kan adven
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uppfattas som ett n-siffri/gt binart tal med m nollor och n—m ettor.
For t.ex. n = 5 kan man skriva upp alla 2° = 32 olika 5-siffriga biniira
tal och man finner att 10 av dessa innehaller 3 nollor och 2 ettor.
For det generella fallet betecknas antalet olika (T’:L), lases n over m,
och kallas en binomialkoefficient. Varfor galler rekursionen:

()= (h)+ ()

Visa ur detta med induktion att

() = sy

Visa aven detta direkt med hjalp av permutationsbegreppet.

Anta att det bara finns m (< n) stolar till de n personerna. Pa
hur manga olika sdtt kan stolarna besdttas? Lat oss nu inte skilja
pa stolarna utan betrakta dem som helt likvardiga. Pa hur manga
olika satt kan stolarna t sa fall besdattas? Detta ar detsamma som
antalet olika satt att valja ut de m personerna som far sitta, eller
antalet delmangder med m element fran en mangd med n element
(eller antalet n-siffriga binira tal med m nollor och n — m ettor).

Betrakta Pascals triangel

dvs talen ”inne” i triangeln erhalls som summan av de tva nar-
maste talen i raden ovanfér. Pd hur manga satt kan man ”ga” fran
toppen till 6 (t. ex.) om man bara far ga ”snett nedat”? Hur hinger
ovanstaende resonemang med binara tal eller antalet delmangder
thop med Pascals triangel?
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Som bekant galler att

(z+y)" =(z+y)(z+y)(z+y),

dar produkten innehaller n faktorer. For att fa den allménna termen
zFy"* vid hop-multiplikation tar man ur var och en av k faktorer
ett  och fran alla de andra ett y. Pa hur manga sdtt kan detta
goras? Vad blir b,y 1 foljande viktiga samband,

fl:-l—y ankw y k7

det s.k. binomialteoremet?

Generalisera ovanstaende till att man har r olika sorters objekt,
my av sort 1, mg av sort 2, etc. och totalt n = m; + ... + m, ob-
jekt. Pa hur manga sdtt kan de stdllas i en rad (ger s.k. multinomi-
alkoefficienter)? Vad dar koefficienten framfor den allmdnna termen
i utvecklingen av (x1 + ... + )" (det s.k. multinomialteoremet)?
Manga ekvivalenta formuleringar finns dven av detta. Pa hur manga
olika satt kan 7 barn bilda ett fotbollslag om de inte skiljer pa de
3 kedjespelarna ej heller pa de 8 backarna? Hitta pa andra formu-
leringar.

4. Fixpunkter i permutationer. Betrakta ater personerna 1,2,
., som sitter sig pa stolarna 1,2, ...,n. Lat f(¢) beteckna numret
pa den stol person ¢ satter sig pa; f kan uppfattas som en funktion
med talmangden 1,2,...,n bade som definitions- och vardeméangd.
Funktionen, som till ett givet stolsnummer tillordnar numret pa den
person som sitter pa den, ir den inversa funktionen f~!. Hur mdnga
olika sadana funktioner f finns det?
Man sager att en permutation med tillhorande funktion f har fiz-
punkten i om f(i) = i, dvs om person i satter sig pa stol i. Ett
klassiskt kombinatoriskt problem ar att bestamma antalet permuta-

tioner som saknar fixpunkter. Lat D,, beteckna detta antal; t. ex.
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genom att skriva upp alla mojliga fall finner man att D, = 0, Dy =
1,D3 =2,D4 = 9. Visa genom lampliga kombinatoriska tolkningar
av ingaende termer att

3 3 3
Dy =31— () 11— (2)or=2.

Observera att 3! ar totala antalet permutationer av tre element. Vad
blir motsvarande formel for D4s? Generalisera detta till godtyckligt
n. Detta ar ett exempel pa den s.k. inklusions-exklusions principen
i kombinatoriken.
For exponentialfunktionen e® galler serieutvecklingen
2 23 gt
—1+1'+——|—§+——|—

och darmed
_1_1 1 1 1
=1- —1-5—5—1-———}-

Visa att '

D,, = heltalsdelen( % )-

En permutation av talen 1,2,...,n valjs slumpmassigt, dvs var
och en av de n! olika permutationerna har lika chans att bli vald.
Hur kan detta goras rent praktiskt? Sannolikheten att den valda
permutationen inte har nagon fixpunkt ar

n!’

Varfor kan Py approzimeras med e~ for stora n? Lat Py be-
teckna sannolikheten att den slumpmassigt valda permutationen har
exakt k fixpunkter. Ange en formel for P,j, och visa att denna san-
nolikhet kan approzimeras med e~ /k! for storan och ”fizrt” k. Detta
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ar ett exempel pa s.k. Poisson-approrimation. Undersok approrima-
tionens noggrannhet numeriskt.

Det finns manga matematiskt ekvivalenta formuleringar av ovan-
staende t.ex. foljande: n par kommer till en fest, varje dam far en
helt slumpmassigt vald herre till bordskavaljer. Vad ar sannolikheten
att ingen dam har sin medhavda herre som bordskavaljer? Hitta pa
andra ekvivalenta formuleringar.

Fixpunktsproblemet ovan kallas ofta matchnings- eller rencontre-
problemet, se boken av Feller (1968). Det 16stes omkring ar 1710 i
begynnelsen av kombinatorikens och sannolikhetsteorins utveckling.
For bordsplaceringssituationen kan man fraga sig vad sannolikheten
ar for att ingen dam sitter brevid sin medhavda herre (som bekant
sitter alltid bordskavaljeren till vénster om sin bordsdam). For enkel-
hets skull 1at bordet vara runt. Detta ar det s.k. ménageproblemet,
som ar svarare an det forra problemet. En intressant framstallning
av detta ges i Bogart and Doyle (1986). Man kan 1att tdnka sig andra
generaliseringar.
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