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Inledning. Detta specialarbete har fyra syften. Det forsta ar att
ge en allman orientering om antikens och medeltidens varldsbild,
framst for att visa att denna var mycket mer utvecklad an vad
vi normalt tror. Det andra ar att visa hur antikens matematiker
med enkel geometri (t.0.m. ndstan utan trigonometri) och primitiva
matinstrument berdknade jordens och solsystemets matt genom att
lata eleven utfora berakningarna, och darigenom sjalv ta reda pa hur
stort antikens vetenskapsman trodde att universum var. Det tredje
syftet ar att jamfora antikens forestallningar med vara, genom att
lata eleven utfora liknande berdkningar med de siffror som dagens
vetenskap erbjuder. Det ingar i forutsattningarna for arbetet att
eleven endast behover anvianda matematik som var kiand i Alexan-
dria 200 ar fore kristi fodelse. Det fjarde och sista syftet ar att
framfora det enkla budskapet: Den som ar beredd att rakna kan
alltid ta reda pa saker sjalv, t.o.m. hur manga atomer som ryms i

UNIVETrsum.

Den medeltida varldsbilden. Nar vi laser om Columbus resa 6ver
Atlanten ges vi ofta intrycket av att han ensam trodde att jorden var
rund, medan alla andra trodde att den var platt. Dessutom antyds
det att sjomannen varje dag viantade pa att na fram till varldens
kant dar de skulle trilla av och darmed hamna i helvetet.

Det enda som ar riktigt i den bild av Columbus som jag antyd-
de ovan, ar att han trodde att jorden var rund. Men det trodde
naturligtvis ocksa Ferdinand och Isabella som utrustade hans skepp,
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och det trodde aven hans sjoman, ja i sjalva verket trodde varenda
vettig manniska att jorden var rund — atminstone om vi med vet-
tig manniska menar ”bildat folk”, sjofolk och nagra till. Och redan
da var idén att jorden var rund nara tvatusen ar gammal. De som
forst framforde tanken var pythagoréerna, d.v.s. medlemmarna av
den rorelse som PYTHAGORAS (han med satsen) grundade. Pytha-
goréerna ansag att cirkeln ar den fullaindade geometriska figuren och
att klotet ar den fullindade kroppen. Av religiosa skil ansag de
darfor att alla himlakropparna var klot som rorde sig pa cirklar 6ver
det sfariska himlavalvet. Pythagoréernas ursprungliga tanke var att
solen liksom manen lyste med lanat ljus, och att ljuskallan for alla
himlakroppar var ”centralelden” i universums medelpunkt. Att vi
aldrig far se denna eld beror pa att jorden alltid vander ”ryggen” mot
den. Denna "rygg” pa jorden ar darmed ocksa obeboelig pa grund
av varmen. Sa smaningom utvecklades Pythagoréernas varldsbild
darhan att jorden placerades ororlig i varldens medelpunkt, medan
alla himlakropparna, sol, mane, planeter och fixstjarnor satt fast pa
sfarer som pa sinnrika sitt snurrade runt den ordrliga (men fort-
farande runda) jorden. Att fixstjarnorna befann sig pa en sfar som
roterade runt en axel som strackte sig fran polstjarnan i norr till en
okand punkt langt nere i soder var ju inte s svart att se. Solen
var nagot svarare men dess rorelse ar anda sa pass regelbunden att
tar man bara hansyn till ekliptikan sa kan dven dess rorelse forstas.
Varre var det med himlens luffare, planeterna (ja, sjalva ordet planet
kommer faktiskt fran ett grekiskt ord for luffare). Den djupt re-
ligose, och av pythagoréerna inspirerade, PLATON var overtygad
om att aven planetbanorna kunde beskrivas med hjalp av cirklar
och/eller sfarer. Han uppmanade darfér sin tids matematiker att
skapa ordning bland himlakropparna genom att finna de cirklar som
beskrev rorelserna. Den som 16ste problemet (atminstone tillfilligt)
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var EUDOXUS (som faktiskt var verksam hos Platon vid dennes skola
Akademin i Aten). Eudoxus visade att man kunde ténka sig sfarer
kopplade innanfor varandra som alla roterar med varandra med kon-
stanta rotationshastigheter och som tillsammans val beskriver him-
lakropparnas rorelser. Denna idé o6vertogs av ARISTOTELES som
dock inte ville ha tankta sfarer utan som istallet gjorde dem ma-
teriella. Eudoxus’ tankta axlar blev ocksa i Aristoteles’ modell till
verkliga fysiska axlar. Aristoteles’ och Eudoxus’ modell for him-
lakropparna stog sig i nagot hundratal ar, anda tills grekerna efter
Alexander den stores falttag fick del av babyloniernas manghundra-
ariga observationer.

Efter Alexanders dod blev Alexandria centrum i den vetenskapliga
véarlden. Dar satt EUKLIDES och skrev sin Elementa (den larobok
i geometri som sedan anvandes i 6ver tva tusen ar) och dar larde
sig ARKIMEDES matematikens grunder. En i Alexandria verksam
matematiker som gav tva viktiga bidrag till den matematiska be-
skrivningen av solsystemet var APOLLONIUS (fran Perga). Den for
framtiden viktigaste insatsen var naturligtvis utarbetandet av den
teori for kagelsnitten, d.v.s. ellipser, parabler och hyperbler som blev
underlaget for Keplers arbete i borjan av 1600-talet. Men den idé
som fick omedelbar tillampning var inforandet av epicykler vilket
kan betraktas som det forsta forsoket att beskriva (ndstan) peri-
odiska forlopp med (néstan) Fourierserier. Modellen ar att planeten
ror sig pa en (liten) cirkel, epicykeln, vars centrum ror sig pa en cirkel
runt jorden. Den stora cirkeln har darvid en omloppstid som svarar
mot planetens rorelse (runt solen som vi nu ser det) och den lilla
cirkeln har en omloppstid som svarar mot ett jordiskt ar.!Modellen
utvecklades ytterligare genom att medelpunkten for den stora cirkeln

!Detta giller for de yttre planeterna, for de inre har den storre cirkeln jordaret
som omloppstid medan epicykeln svarar mot planetaret.
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inte nodvandigtvis var jorden. Darigenom erholl man ett system med
inte mindre an fyra frihetsgrader, namligen centrum for en excentrisk
stor cirkel, radien i denna, samt radien i epicykeln. Darigenom kunde
de alexandrinska astronomerna HIPPARCHOS och PTOLEMAIOS utar-
beta en beskrivning av stjarnhimlen som stod sig i ett och ett halvt
artusende.

Vi som sedan snart fyrahundra ar levt i Keplers och Newtons sol-
system med solen i centrum forestaller oss ett geocentriskt system
(med jorden i centrum), som oerhdrt primitivt. Vi bor dock komma
ihag att grekernas astronomiska instrument inte tillat nagra andra
observationer dn vinkelmatningar — de hade inte ens tillgang till
de enklaste kikare. Den moderna tidens utveckling av astronomin
beror framfor allt pa tekniska forbattringar av astronomernas ob-
servatorier. Ett faktum ar att med endast vinkelmatningar ar det
matematiskt mojligt att beskriva universum geocentriskt med en
fixstjarnesfar som universums yttersta grans.

Det finns dock tva himlakroppar som paverkar oss mer an nagra
andra, nimligen solen och manen. Bada dessa befinner sig tillrackligt
nara jorden for att uppta en méatbar brakdel av synfialtet. Bada
upptar normalt cirka 30 bagminuter, d.v.s. en halv grad. Darigenom
far vi for bada ett forhallande mellan avstandet och diametern.

UpPPGIFT 1. Berdkna forhallandet mellan manens diameter och av-
standet till manen om manens vinkel pa himlen ar exakt en halv
grad.

Att manen och solen upptar ungefar samma vinkel kan man inse
om man vet att dd manen dr som nirmast jorden blir en eventuell
solformorkelse total, medan da manen ar som langst fran jorden blir
en eventuell solformorkelse endast partiell.

Aristarchos fran Samos. For den astronomiskt obevandrade
finns det inget sjalvklart samband mellan solférmérkelser och manen.
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(Skuggsidan av manen syns ju naturligtvis inte alls pa dagen néar
en eventuell solférmorkelse intréffar!) Nu var inte de alexandrinska
astronomerna och matematikerna pa nagot satt astronomiskt obe-
vandrade. De holl mycket noga reda pa solens och manens inbordes
positioner och forstod darfor mycket val dels att manen lyste med
lanat ljus, dels manens faser och dven sol— och manformorkelser. Med
utgangspunkt fran manens faser kan man ocksa rakna ut det relativa
forhallandet mellan avstanden till manen och avstandet till solen.
Den som forst lar ha gjort ett forsok att berakna detta forhallande
var ARISTARCHOS fran Samos. Aristarchos’ idé var att utga ifran
halvmanen. Resonemanget ar ju enkelt — nar manen ar exakt halv
sa utgor ju solen, jorden och manen horn i en ratvinklig triangel med
den rata vinkeln i manen. Kan vi darfér méata vinkeln mellan manen
och solen sa kan vi rakna ut hur mycket langre det ar till solen an

till manen.

UPPGIFT 2. a) Aristarchos uppmatte vinkeln till en rdt vinkel minus
en trettiondel av en rat vinkel. Hur manga ganger storre &n manen
trodde Aristarchos att solen var?

b) I sjalva verket ar solens diameter ungefir 400 ganger storre dn
manens. Vilken vinkel (uttryckt i grader och minuter) borde Aristar-
chos darfor ha uppmatt?

Den fraga som egentligen intresserade Aristarchos mer an avstan-
den var dock den relativa storleken av solen och manen i férhallande
till jorden. Eftersom han redan visste (eller trodde sig atminstone
veta) forhallandet mellan solen och manen rickte det darfor att
berakna forhallandet mellan jorden och manen. For att berakna
detta avstand anvande sig Aristarchos av manformorkelserna. Ari-
starchos utgangspunkt var det enkla faktum att det finns totala man-
formorkelser. Om man forutsatter att avstandet till solen ar myck-
et storre an avstandet till manen sa att manens avstand till solen
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kan betraktas som konstant sa inser man latt att manen ar hogst
halften sa stor som jorden. Nu ar manen i sjalva verket mindre an
sa vilket medfor att en total manforden tid som en manformorsom
formorkelsen tar sa kunde Aristarchos berdkna hur stor jordskuggan
ar pa manens avstand. Eftersom jordens diameter ar ungefar jord-
skuggans diameter 4+ en mandiameter kunde han darigenom berakna
forhallandet mellan jordens och manens diametrar. I detta sam-
manhang bor det papekas att manformorkelser kan ses antingen
ur ett jordiskt perspektiv (d.v.s. som manférmorkelser) eller ur ett
manperspektiv (som férmorkelser av solen). Star vi pd manen sa
borjar formorkelsen (for oss) i det 6gonblick som jorden borjar skym-
ma solen, och den blir total nar vi kommer in i jordens karnskugga.
Star vi pa jorden borjar inte manformorkelsen forran nagon del av
manen borjar komma in i karnskuggan och den ar total nar hela
manen befinner sig i karnskuggan. I nedanstaende uppgift ses allt
ur ett jordiskt perspektiv, d.v.s. formorkelsen varar endast medan
nagon del av manen befinner sig i karnskuggan.

UPPGIFT 3. a) Antag att manférmorkelsen ar total under halva
tiden. Hur stor ar da jordskuggan i forhallande till manen?

b) Visa med figur varfér jordens diameter &r summan av jordskug-
gans och manens diametrar. (Detta beror pa att avstandet till solen
ar sa stort att avstandet ar detsamma antingen det uppmats fran
jorden eller fran manen, och pa att solen och manen upptar samma,
vinkel pa himlen.)

¢) Hur manga ganger storre 4n manen ar jorden enligt dessa berak-
ningar?

d) Hur manga ganger storre &n jorden var i sa fall solen (enligt
Aristarchos’ berdkning)?

e) Vilken vinkel upptar jorden sedd fran manen?

f) Ta reda pa de ritta férhallandena mellan storlekarna av jorden
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och manen och anvand dessa for att berakna under hur stor del av
en manformorkelse som formorkelsen ar total (Du far forutsatta att
manen ror sig i en cirkel runt jorden och att manens centrum passerar
genom centrum for kirnskuggan). Vad ger detta virde for svar pa
c) och e)?

g) Vad far vi for svar pa fraga d) om vi dven antar att forhallandet
mellan solens och manens diametrar ar 4007

Som framgar av uppgift 3 kunde Aristarchos rakna ut att solen
var manga ganger storre an jorden. En anledning till att Aristarchos
inte ”vagade” anta att hans vinkel var annu storre var férmodligen
att hans resultat var alldeles for fantastiskt redan som det var. Skulle
han ha raknat ut att solen var ungefar 100 ganger storre an jorden
skulle absolut ingen ha trott honom. (Fore Aristarchos trodde de
djarvaste att solen kanske var storre &n Peloponesos!)

Trots att Aristarchos grovt underskattade solens storlek raknade
han ju anda ut att den var mycket storre an jorden och han drog
darav den naturliga slutsatsen: Jorden kretsar runt solen!

Som Aristarchos anat var det inte manga som trodde honom, och
det blev den geocentriska varldsbilden som forblev forharskande un-
der hela antiken och medeltiden. Dock fanns Aristarchos’ arbete
bevarat och bade Hipparchos och Ptolemaios namner Aristarchos’
teori om att jorden kretsar kring solen.

Erathostenes. For att aterga till Columbus tro att jorden var rund,
sa var detta trots allt den ”akademiska varldens” 6vertygelse alltifran
Platons och Aristoteles’ Aten pa 300-talet f.Kr. Utifran denna 6ver-
tygelse hade man ocksa beraknat Jordens storlek. Uppskattningen
hade gjorts av ERATHOSTENES i Alexandria. Hans berakning utgick
ifran tva kanda data, varvid den vasentligaste var brunnen ¢ Syene
(nuvarande Assuan). I Syene fanns det en djup brunn dér solen
en gang om aret, namligen vid Zenit pa midsommardagen, kunde
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lysa anda ner i botten. Erathostenes antog att Alexandria lag rakt
norr om Syene och eftersom han kédnde till avstandet mellan de tva
staderna, sa matte han helt enkelt solhojden i Alexandria vid samma,
tidpunkt.

UPPGIFT 4. Antag att Alexandria ligger pa 31° 27’ och att Syene
ligger exakt pa Kraftans vandkrets 23° 27’. Antag vidare att Era-
thostenes’ antagande om att Alexandria ligger rakt norr om Syene
ar riktigt. Om vi forutsatter att Erathostenes’ berakning av jordens
omkrets var exakt och att avstandet mellan Alexandria och Syene
var 5000 stadier, hur lang var di en stadion??

UPPGIFT 5. Om man kombinerar uppgift 3 e) (eller f))med Erathos-
tenes’ berdkning av jordens storlek kan man berdkna avstandet fran
jorden till manen. Gor detta.

Som vi sag ovan sa var Aristarchos’ och Erathostenes’ matningar
och darpa grundade berdkningar tillfredsstallande utom vad galler
vinkeln mellan solen och manen vid halvmane. Detta ar ocksa den
kansligaste matningen. Svarigheten ar framst att avgora niar manen
ar exakt halv. Ett satt att forbattra noggrannheten i matningar ar
det som anvands vid laborationer, namligen att utfora matningen
flera ganger och sedan bilda ett medelvarde. Ett av Aristarchos’
problem var ocksa att han utforde sina berdkningar innan trigo-
nometrin hade utvecklats. Detta innebar dels att han inte kunde
berakna vinkeln vid manen, utom da vinkeln var 90°, dels att han
aven om han kunnat berakna vinkeln vid andra faser inte hade kun-
nat berdkna forhallandet mellan sidorna i triangeln sol, jord och
mane anda.

2Erathostenes’ forutsiattningar gillde inte exakt. Syene ligger nidgot norr om
Kraftans vandkrets, pa 24° nordlig bredd och Alexandria ligger nagot vaster om
Syene. Dessutom finns det olika uppgifter om langden av en Stadion. Den for
Erathostenes gynnsammaste lingden av en stadion ger dock ett fel pa jordens
omkrets som ar mindre dn 100 km.
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UpPPGIFT 6. Ange hur du skulle bara dig at for att berakna vinkeln
vid manen och darmed ocksa férhallandet mellan sidorna da manen
inte ar exakt halv. (Du skulle t.ex. kunna anvinda manens hdjd och

bredd.)

Arkimedes. Aristarchos’ och Erathostenes’ beriakningar anvandes
av ARKIMEDES som inleder det berdmda arbetet SANDRAKNAREN
med att uppskatta hela universums storlek. I detta arbete forutsatter
Arkimedes att universum ar inneslutet i en stor sfar — fixstjarnesfaren
— och han gor en berakning av radien i denna sfar. I sina berakningar
forutsatter Arkimedes att kvoten mellan fixstjarnesfarens radie R och
avstandet r mellan jorden och solen ar lika stor som kvoten mellan
r och jordens radie j, d.v.s. han antog att ekvationen R/r = r/j
gallde. Nu vet ju vi att Erathostenes’ berdkning (av j) lag nira det
ratta vardet, medan Aristarchos grovt underskattade r. Det visste
visserligen inte Arkimedes men han garderade sig genom att anta
att jordens storlek var 10 ganger storre an vad Erathostenes hade
beraknat och avstandet till solen var en och en halv gang storre an
vad Aristarchos trodde.

UPPGIFT 7. a) Vad fick Arkimedes for uppskattning av fixstjarne-
sfarens radie R?

b) Ta reda pa hur stort astronomerna idag anser universum vara.

Det egentliga syftet med Arkimedes’ arbete var dock inte att be-
skriva universum utan att skriva stora tal. I Sandraknaren fortsatter
Arkimedes darfor med att namnge och beskriva allt storre tal. Han
ar inte nojd forran han beskrivit ett tal som vi numera skulle skriva
som en etta med 80.000 biljoner nollor efter sig eller nagot kortare
10819", Sedan han beskrivit sina stora tal si beriknar han antalet
sandkorn som skulle fa plats innanfor fixstjarnesfaren och visar att
detta ar ett litet pluttetal i jamforelse med de verkligt stora talen

som han beskrivit. (Anm. Det bor papekas att positionssystemet
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inte var uppfunnet pa Arkimedes’ tid och att det storsta tal som
hade ett namn var talet 10.000 som kallades en myriad.)

UPPGIFT 8. a) Arkimedes antog att ett sandkorn hade en diameter
om ungefar en halv millimeter. Hur manga sandkorn fick han plats
med?

b) Om en atom antas ha radien 1 Angstrom = 1070 meter, hur
manga atomer far vi plats med i Arkimedes’ universum och i vart?
UppPGIFT 9. Las i en uppslagsbok eller liknande om nagon eller
nagra av de matematiker och astronomer som formade antikens och
medeltidens varldsuppfattning och ta reda pa mer om dem och om
vad de gjorde. De intressantaste personerna ar Arkimedes, Pythago-
ras, Aristarchos, Platon, Aristoteles och Eudoxos.

For att avsluta dar jag borjade sa vill jag tala om att den verkliga
orsaken till att Columbus vagade sig ut pa sin resa var att han hade
hort om en ny uppskattning av jordens omkrets som bara var en
tredjedel av Erathostenes. Amerikas upptackt beror alltsa i sjalva
verket pa en felrdkning!
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