195

Gaussiska primtal
CHRISTER KISELMAN

Institut Mittag-Leffler & Uppsala universitet

1. Beskrivning av uppgiften. De forslag som presenteras har
kan behandlas pa flera olika satt. Ett forsta syfte ar helt enkelt att
uppmarksamma, att begreppet primtal inte ar nagot absolut, utan
beror pa vad man relaterar det till. Man kan tanka sig en rent
grafisk uppgift dar det galler att pricka in de gaussiska primtalen
pa ett papper for att askadliggora hur de fordelar sig i nagra olika
omraden. Om man vill ga langre kan man rakna ut tatheten inom
nagra delar av det komplexa planet. En annan maojlighet ar att skriva
en uppsats som gar igenom teorin for de gaussiska primtalen; da kan
foljande rader tjana som ledning, och ett mal kan vara att i detalj
visa allt som jag antyder eller uppmanar lasaren att visa. Ett mer
avancerat projekt slutligen ar att studera faktorisering i nagra andra
ringar Z[v/d] for heltal d; har handlar det ju bara om d = —1.

2. Vanliga primtal och komplexa primtal. Talen 2, 3, 5, 7,
11, ... ar primtal, vilket betyder att man inte kan faktorisera dem
utan att en faktor maste vara 1 eller —1. Vi kan till exempel skriva

19=1-19=19-1=(=1) - (=19) = (=19) - (=1)

men inte pa nagot annat satt med heltal, medan daremot 21 kan
faktoriseras som 3 - 7 eller (—7) - (—3). Man kan ocksa rékna med
komplexa tal z = x-+iy dar z och y ar vanliga heltal. Om vi betecknar
de vanliga heltalen med Z, sa bildar alla tal av formen z = = + iy
med z,y € Z en méngd Z + ¢Z som ocksa betecknas Z[i] och kallas
ringen av gaussiska heltal. Dessa allmannare heltal ar uppkallade
efter Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
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I Z[i] intraffar nu att nagra av vara gamla primtal kan faktoriseras
pa ett nytt satt. Vi kan t. ex. skriva

2=(1+i)1—i), 5=(2+i)(2—4) och 101 = (10+1)(10 — 1),

vilket visar att 2, 5 och 101, som ar primtal i Z, inte ar primtal i
Z[i]. Begreppet primtal beror alltsd pa i vilken ring man ridknar.
Daremot forblir det gamla primtalet 3 ett primtal ocksa i Z[i], ty det
kan faktoriseras som

3=3-1=1-3=1i(—3i) = (—i)(30)

och pa nagra andra satt med +1 eller £¢7 som faktor, men inte
utan att en av dessa faktorer med absolutbelopp 1 upptrader. (Visa
detta!) Nu kan ju alla gaussiska heltal faktoriseras som

e =12 = (-1)(=2) = i(~iz) = (i) (i),

sa faktorer =1, +¢ bor vi betrakta som ovasentliga, precis som =£1 for
de vanliga primtalen. Vi kan alltsa nu definiera z som ett gaussiskt
primtal om varje faktorisering z = ab med a, b € Z[i] maste ha endera
la| = 1 eller |b] = 1, dvs. en faktor maste vara i*, k = 0,1,2,3. Vi
ser att dessa fyra element i Z[i] 4r de enda som har invers i Z[],
precis som +1 ar de enda heltal som har invers i Z.

Vi kan nu saga att ett tal i Z som inte ar ett primtal inte heller
kan vara primtal i Z[i], ty en faktorisering z = ab med a,b € Z géller
ju ocksa i Z[7]. Och som vi sett kan det intraffa att ett primtal i Z
forblir primtal i den storre ringen Z[i] (exempelvis talet 3) men ocksa
att det blir ssmmansatt i Z[i] (exempelvis 5 = (2 +¢)(2 —7)). Och
dessutom finns det nya primtal i Z[i] som inte ligger i Z (exempelvis
1 + 4; visa att det ar ett gaussiskt primtal!).
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3. Testa om ett gaussiskt heltal ar prima. Skriv ett dator-
program som undersoker om ett givet tal z € Z[i] ar ett gaussiskt
primtal eller ej. Om du har en dator som kan dividera komplexa tal
direkt sa ar det bara att prova om z/c ligger i Z[i] for olika heltal
c € Z[i]. Det ricker att testa med alla ¢ som uppfyller 1 < |¢| < /||,
dvs. andligt manga. Varfor?

Om din dator inte kan dividera komplexa tal sa far du lata den
undersoka real- och imaginardelarna for sig. Vi skriver kvoten z/c
sa har:

z w41y  (a—ib)(x+iy)  azx+ by +i(ay — bx)
¢ a+ib a? + b2 B a2 + b2 '
Tydligen ar

z ar—+b z ay—bx

Re;zrib;y och Imzzagi—kbw

och z/c ar ett gaussiskt heltal precis nir bade Re(z/c) och Im(z/c)
ar vanliga heltal. Som sagt, det racker att underscka detta for ¢ =
a+ibmed 1 < |c[? = a® + b? < |z|. Det racker till och med att
kontrollera sadana ¢ som ligger i den forsta kvadranten, dvs. sadana
som uppfyller a > 0 och b > 0. Varfor? Dessa anmarkningar kan

spara tid om datorn inte ar sa snabb.

Gor ett program som trycker ut alla gaussiska primtal upp till en
viss grans. Pricka sedan in dem i ett diagram — eller lat datorn gora
det. Under sokandet behover man bara undersoka en attondel av
planet, t. ex. z =z 41y med 0 < y < z, ty talen £z, +2, +iz, +iz
ar primtal samtidigt, och ett av dem ligger i oktanten 0 < y < =x.
Vilka tal dr det som ar primtal i Z men upphér att vara det i Z[:]?
Gar det att sdga nagot om hur de gaussiska primtalen férdelar sig i
det komplexa talplanet? Kan du se om de ligger tatare kring origo an
langt fran origo? (Troligen maste man ha ett ganska stort diagram
for att kunna se det.)
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4. Samband mellan de olika typerna av primtal. Om 2z =
x + iy ar ett gaussiskt heltal si beskaffat att |2|2 = 2% + y? ar ett
primtal i Z, sa ar z ett primtal i Z[7]. Visa det! Med detta kriterium
kan vi till exempel se att 10 + 3¢ ar prima, ty dess absolutbelopp i
kvadrat ir [1043i|%2 = 102432 = 109 som ir ett primtal i Z. Omvint
kan vi fraga oss om |z|? r ett primtal i Z om z &r ett primtal i Z]3].
Svaret dr nej, ty 3 ir ett gaussiskt primtal medan |3|? = 9 inte ar
prima. Men om vi tar ett primtal z = x 4 ¢y med realdel  # 0 och
imaginirdel y # 0, ir da |z|?2 = 22 + y? ett vanligt primtal? Forsok
visa att det ar sa! (Ledning: anvind att Z[¢] har unik faktorisering;
en faktorisering av zz = ab leder till en faktorisering

b
=2 =y 2

z z
av z, dar a/z eller b/z ar ett gaussiskt heltal.)

Vi kan dela in de vanliga positiva primtalen i tre klasser efter
vilken rest de ger vid division med fyra: 5, 13, 17, ... som ger resten
1 vid division med fyra; 3, 7, 11, 19, ... som ger resten 3; och sa det
aterstaende primtalet som ar 2, det enda jamna primtalet. Det visar
sig nu att inget primtal i den forsta klassen, alltsa de som har formen
4k + 1 for nagot heltal k, ar primtal i Z[i]. De kan alla faktoriseras
som p = (a + ib)(a — ib). Man kan nimligen visa att ett sddant
primtal p kan skrivas p = a? + b2 for nagra tal a och b; ett bevis for
detta finns i till exempel LeVeque [1956, volym I, kapitel 7]. Talen
a + ib och a — ib maste vara gaussiska primtal. (Vad ar ndmligen
kvadraten pa deras absolutbelopp?)

De positiva primtalen av typen p = 4k+3 daremot ar primtal aven
i den storre ringen Z[i]. Forsok visa detta! Kanske kan foljande vara,
till hjalp: om p kunde faktoriseras i Z[i], p = (a + ib)(c + id), sa
skulle

p? = |p|* = |a +b]?|c +id|*> = (a® + b?)(c* + d?).
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Och om |a + ib| > 1 och |c + id| > 1 sd maste p = a® + b*. Vilka
rester kan nu ett tal av formen a? + b? ge vid division med 47

Talet 2, slutligen, som ar primtal i Z, ar som vi redan sett inte
primtal i Z[q].

5. Fordelning av primtalen. Om fordelningen av de gaussiska
primtalen kan vi sdga nagot intressant nar vi vet nagot om fordelning-
en av de positiva primtalen. Det resultat som uttalar sig om denna
kallas primtalssatsen och bevisades ar 1896 av Jacques Hadamard
och Charles de La Vallée-Poussin. Primtalssatsen sager att antalet
primtal p med 2 < p < z, betecknat 7(z), uppfyller en asymptotisk

relation
T

m(x)

dar tecknet ~ betyder att kvoten mellan de bagge leden gar mot 1
da x — 400, dvs.

~logz’

m(z) (1+g(x))

B log x
dar g(z) — 0 da * — +oo. Lis nagot mer om primtalssatsen i till

exempel Carleson [1968], Hardy & Wright [1979], Newman [1980)]
eller Riesel [1968; 1985].

Vi delar in 7 i tre delar, svarande mot resterna vid division med
4,
m =T + T2 + 73,

dar 7, raknar primtalen av typ 4k 4+ 1, my det enda jamna primtalet
(alltsd mo(z) = 1 om = > 2, me(x) = 0 annars), och 73 riknar
primtalen av typ 4k + 3.

Till primtalen av typ 4k + 1 hor atta gaussiska primtal, namligen
t+a £ 1b och +b *ia, alla med absolutbelopp /p. Det blir verkligen
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atta olika tal, ty a # 0, b # 0 och a # b. Antalet gaussiska primtal
z med |z| < r som vi far fram genom att ta p = 4k + 1 blir alltsa
81 (r?).

Till primtalet 2 hor de fyra gaussiska primtalen +1 + . Antalet
gaussiska primtal z av denna typ ar alltsa 4ma(r?).

Till primtalen p = 4k + 3 hor fyra gaussiska primtal z = ™p,
m = 0,1,2,3. De har alla samma absolutbelopp som p, varav foljer
att de som uppfyller |z| < r ar 4m3(r) till antalet.

Nar vi raknar ihop alla gaussiska primtal z i cirkelskivan |z| < r
blir deras antal saledes

v(r) = 81 (r?) + 4mo(r?) + 4ms(r).

Denna formel galler exakt, men for att fa reda pa hur antalet vaxer
med r maste vi veta nagot om hur stora m; och 73 ar jamfort med
varandra. Det ar nu kant att det ar ungefar lika vanligt att ett
primtal ar av typen 4k 4+ 1 som av typen 4k + 3, dvs.

ad och m3(z) ud

7T1(.’13)

~ 2logz ~ 2logz’

Eftersom ma(z) ~ 1 sa far vi

2 272 2 272
r2+4+47° 'r+4 r r

v(r) ~ 8

2logr 2logr  logr i logr  logr

Vi ser att de gaussiska primtal som ligger utanfor de tva axlarna och
har absolutbelopp > v/2 (dvs. de som riknas av den forsta termen)
overvager.

Medeltatheten av de gaussiska primtalen i cirkelskivan |z| < r blir

v(r) dividerat med skivans area:

yr) 2
mr2  mwlogr’
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Vi kan nu jimfora denna med medeltiatheten i intervallet [—z, x| av
de vanliga primtalen, som ar

27 (x) 1
2x logz’

Vi kan uttrycka dessa resultat sa har: sannolikheten att ett van-
ligt heltal £ med stort absolutbelopp skall vara ett primtal i Z ar
~ 1/log|z|, medan sannolikheten att ett gaussiskt heltal z med stort
absolutbelopp skall vara ett primtal i Z[i] &r ~ 2/7log|z|. (Sanno-
likheten i ett visst omrade {z;|z — a] < r} blir ungefar lika med

sannolikheten i hela skivan {z;|z| < |a|} om |a| ar stort jamfért med
T.)

Lat datorn rakna ut y(r) och m(z) for nagra varden pa r och z
och se hur det stammer.

En battre approximation dn m(z) ~ z/logz ar den som Legendre

fann 1808:
T

(@) ~ ez — 1,08366"

Man kan darfor bestimma a(r) sa att

212

7 logr —alr)

Da bor a(r) fa ett varde som inte varierar sa mycket.
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