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Konvexitet i komplexa planet
Bo KJELLBERG

KTH

Som vanligt far z beteckna en komplex variabel: z = x + iy,

alternativt z = re? = rcosf + isinf. Varje z motsvarar en punkt i

det komplexa planet. Beloppet av z, dvs avstandet fran z till origo,
ar |z| = /22 + y? =r.

Polynom, t ex Az + B, A2?> + Bz + C, dar A, B, C ar komplexa
konstanter, ar enkla exempel pa s k hela funktioner, definierade och
deriverbara i hela planet. Av intresse har ar den s k maximummodu-
len M(r), som for en funktion f(z) &r maximum av |f(2)| pa cirkeln
|z| = r.

PROBLEM 1. Berdkna M(r),da f(z) =2z—a, a>0.

LOSNING. |f(2)] < |z| + @ = r + a, detta storsta mojliga varde
erhalles for z = —r, da ar ju f = —r — a och salunda M(r) =r + a.

PROBLEM 2. Samma uppgift for f(z) = (z — 1)(z — ae'3 ),a > 0.

DISKUSSION. Maximum av |z — 1| och |z — ae’3 | var for sig pa
|z| = r fas latt men eftersom maximumvérdena antas i olika punkter
sa erhaller man inte produktens maximum pa detta satt. Skriver
man z = re*®, raknar ut beloppen och logaritmerar, s fas
(1)

2T

In|f(re®)| = 2 In(r?4+1—2rcosf) + 2 In(r? + a® — 2ar cos(f — ?))

Om man vill ha maximum av detta da 6 varierar sa kan man studera
derivatan som bl a i maximumpunkten blir noll:

(2)

rsin6 ar sin( — 2°)

r24+1—2rcosf 12+ a2 — 2arcos(f — %77)

= 0.
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Men den ekvationen ar for svar att losa, vi ger upp!

Vi far prova ett annat satt. Tag fram din raknare!

PROBLEM 3. Valj a = 100 och sok dig med raknarens hjalp fram till
maximumvérdet In M (r) av (1) pa cirkeln » = 10. Vilket varde pa 6
svarar mot maximum?

Den franske matematikern Hadamard visade for hundra ar sedan,
att In M(r) alltid 4r en konvex funktion av Inr. Det dr samma
fantastiska Hadamard som Kiselman omtalar i sin artikel om primtal.
Det var en stor upplevelse for mig att 1950 hora ett livfullt foredrag
av Hadamard, da 85 ar gammal.

Lat oss prova konvexitetssatsen pa den enkla funktionen i problem
1!

Dar har vi funnit, att M(r) =r +a, dvs, InM(r) =In(r +a) =
In(e! 4+ a), om man sétter Inr = ¢. Tva deriveringar med avseende
pa t ger

d?1n M(r) ae’ ar

(3) dt? B (et + a)? B (r+a)?’

Det faktum att denna andra derivata alltid ar positiv medfor att
In M (r) ar en konvex funktion av ¢ = Inr.

Walter Hayman, en mycket klipsk engelsman, observerade 1966
att man for varje hel funktion kan saga mer an att andraderivatan i
(3) ar > 0. Han visade, att det finns en konstant Hy > 0 sadan att
det alltid finns r—varden for vilka denna andraderivata ar > Hj eller
atminstone kommer Hy hur nira som helst.

PROBLEM 4. S6k maximum av (3) da r varierar!

Jag gissar att du tamligen latt far fram att uttrycket har ett maxi-
mum 0,25 for » = a. Det visar att Hy inte kan overstiga 0, 25.
Hayman bevisade att 0,18 < Hy < 0,25 med gissningen Hy = 0, 25.
Jag tyckte att saken var intressant och kunde konstruera ett exempel,
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ett polynom som i problem 2, som visade att Hy < 0,25. Darvid
valdes a i intervallet 140 < a < 180. Andraderivatan av In M(r)
med avseende pa Inr visade sig ha tre lokala maxima, nara r = 1,
r = y/a och r = a. Med mycket besvir kunde jag ocksa studera hela
mangden av hela funktioner och visa att 0,24 < Hy < 0, 25.

Det ar svart att gora exakta berdkningar i det har sammanhanget,
det visar diskussionen av problem 2. Man maste i varje fall vara van
vid att rdkna med partiella derivator. Det finns ocksa funktioner,
dar andraderivatan inte existerar for vissa r—varden, vilket fordrar
ett extra resonemang.

Det finns darfor anledning att atminstone vid en forsta under-
sokning infora ett enklare matt pa konvexitet. Valj ett £ > 1 och
betrakta ett intervall (%, kr), logaritmiskt (Inr7 — Ink,Inr + Ink).
Ju mer In M (r) avligsnar sig fran kordan, dvs ju storre d i figuren
ar, desto mer konvex ar In M (7). Som matt pa konvexiteten véljes
darfor:

,
0 b(rjh):%l:lnM(E)—i-ln]\é;(ri)—ﬂnM(r)
dar for korthets skull h = In k.

| | | >

Inr—~h Inr Inr+h

2

Varfor tages just faktorn ;57 Jo, den som ar van vid derivator och
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integraler finner att b(r, h) ar ett medelvéirde Gver intervallet av den
andraderivata, som har diskuteras, i varje fall om den ar kontinuerlig.

Om man kan fa fram resultat om b(r,h) kan man férmodligen
senare erhalla fakta om andraderivatan.

For enkelhets skull valjes har ett enhetligt varde k& = 1,01, dvs
h =1In1,01. Med detta val skrives i fortsattningen kort b(r) i stallet
for b(r,In1,01).

I analogi med den tidigare definitionen av Hy kan man definiera
en konstant H} (troligen mycket nira Hy) med egenskapen att varje
hel funktion har vissa virden b(r) som ar > Hj elller godtyckligt
nara Hj om alla b(r) < H{.

PROBLEM 5. Aterga till det enkla polynomet i problem 1 och visa,
att b(r) har ett maximum som ar < 0,25, dvs H} < 0, 25.
PROBLEM 6. Atergd till polynomet i problem 3, berikna ocksa
In M(%) och In M (1,01 - 10) samt till slut 5(10)!

PROBLEM 7. Betrakta Py(z) = (2 — 1)(z — ae'®), a > 0. Bevisa att

b(%) = b(r). Detta resultat minskar rdknearbetet om man vill ha
b(r) for en foljd r—varden.

For nagra ar sedan hade jag kontakt med en ung engelsman, J R.
Hilditch. Han blev road av detta och rdknade ut en f6ljd av b(r) i ett
antal fall. Det ledde honom till gissningen att 0,246 < H} < 0,247,
vilket kan formodas leda till att 0,246 < Hg < 0,247. Det vore
trevligt att kunna bevisa i forsta hand olikheten for H}.

Det som ar intressant har ar ju att hitta funktioner med minsta
mojliga konvexitet, dvs sd sma virden pa b(r) som mojligt. Som
visas i [2] maste da nollstallena 21, 2z9,. .., 2,,... ligga glest, kvoten
|%\ maste vara > 25, sidkert storre om man gor sig besvar att
undersoka saken.

Avlagsna nollstéllen tycks inte paverka b(r) sa mycket, varfor stu-

diet av enkla polynom ar viktigt.
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PrROBLEM 8. Forsok att valja a och a i problem 7 sa att du kanner
dig 6vertygad om att b(r) har ett maximum < 0,247, vilket innebéar
att H) < 0,247.

PROBLEM 9. Tag nu i stillet ett polynom av grad 3, t ex P3(z) =
(z —1)(z — ae'®)(z — a®e®“) och forsok att genom lampligt val av a
och a pressa ned b(r):s maximum ytterligare!

PROBLEM 10. Mdjligen ar ett polynom som Ps(z) det extremala, dvs
man nar ned till det ideala H] (och Hy ocksa , gissar jag). Ar det s3
att man genom att tillfoga nollstillen kan minska b(r):s maximum,
sa ar ju gissningen fel. Vill nagon gora nagra numeriska experiment
och se om de pekar i nagon riktning?
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