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Nagot om differenser

GORAN KJELLBERG

Differenser har i hundratals ar varit ett viktigt hjalpmedel nar
man framstallde eller anvande tabeller over funktioner. Efter da-
torernas tillkomst har denna tillampning minskat i betydelse, men
differenskalkylen utgor dnda en intressant och lattillganglig teori,
rik pa anknytningar till andra delar av matematiken, t ex kombi-
natoriken och differentialkalkylen, och till stor nytta vid numerisk
losning av ordinara och partiella differentialekvationer.

Definition. Antag att vi har en funktion f(z) av en reell variabel
x, och ett fixt reellt tal A. Differensen av f ar en ny funktion Af
som definieras av

Af(z) = f(z +h) = ().

Man kan bilda differensen av differensen; den kallas 2:a-differensen
och betecknas A?f.

A%f(x) = Af(x+h) — Af(2)
= f(z+2h) — f(x+h) — f(z+h) + f(z)
= f(x +2h) —2f(z + h) + f(x).

Pa analogt satt bildar man 3:e-differensen, 4:e-differensen, osv.
For tydlighetens skull sager man ocksa ibland 1:a-differensen av f.
Behover man markera beroendet av h skriver man Ay, A? i stallet for
A, A%, ... Tdet foljande sitter vi oftast h = 1. Det allminna fallet
aterfores 1att pa detta med en variabeltransformation. (Se uppgift
10 nedan.)
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Symbolen A ensam representerar en operator, dvs nagot som ver-

kar pa en funktion och som resultat ger en annan funktion. En annan

valkand operator ar deriveringsoperatorn D = di.
xr

UPPGIFT 1. Skriv ner och hyfsa uttrycken for A3 f och A*f, analogt
med A?f ovan. Hirled ett uttryck for A" f!

Polynom och differenser. Betrakta p(z) = z? — z + 41 samt
foljande tabell dar A = A,

z  p(z) Ap(z) A’p(z)

0 41
0

1 41 2
2

2 43 2
4

3 47 2
6

4 53 2
8

5 61 2
10

6 71

Aha - 2:a-differensen ar konstant. Inte sa konstigt forstas; om p
ar av grad 2 maste Ap ha grad 1 och A%p ha grad 0. (Se uppgift 4
nedan.)

Tabellen ovan kallas ett differensschema. Dar har var term en
betydelse som beror pa dess lage i forhallande till z:s aktuella varde.
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Principen kan askadliggoras sa har:

z—2h f(x —2h)

Af(z — 2h)
z—h f(x—h) A%f(x —2h)

Af(z —h) A3 f(x — 2h)
: ) A?f(z - h)

Af(z) ASf (@ — h)
z+h  f(z+h) A?f(z)

Af(z+h) A (2)
z+2h  f(z+2h) A2 f(z + h)

De termer som har samma argument star pa en rad som sluttar
ned at hoger och summan av en term och den nedanfor till hoger ar
lika med termen rakt under den 6vre termen.

UpPPGIFT 2. Visa att A ar en linjar operator, dvs att

A(f+9)=Af+Ag,  och
A(af) = aAf, dar a ar en reell konstant.

UpPGIFT 3. Vad ar n:e-differensen av x™?
UpPPGIFT 4. Visa att n:e-differensen av ett n:e-gradspolynom ar
konstant. Ge garna flera olika bevis.

Satsen i uppgift 4 gor att vi bara behover kanna till en uppat-
lutande rad for att berakna differensschemat under denna rad. Be-
trakta till exempel de sista raderna i differensschemat for p(z) =
z? —x + 41:
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Vad ar p(7)? Eftersom 2:a-differensen dr 2 maste nasta 1:a-diffe-
rens vara 12 och nasta p-varde 83. Det gar alltsa att berakna poly-
nomets fortsatta varden med enbart additioner.

UPPGIFT 5. Gor ett dataprogram som berdknar p(8),p(9),... for
polynomet 2 — z + 41 ur differensschemat inda till dess det for
forsta gangen har berdknat ett p-varde som inte ar ett primtal. For
vilket z-varde intraffar det? (Obs - att det hir polynomet ger en
ovanligt lang svit av primtal bor nog betraktas som en kuriositet; i
alla fall har det inget samband med differenskalkylen).

UpPGIFT 6. Ett tredjegradspolynom p(z) har virdena p(2) = —4,
p(3) =0, p(5) =7, p(6) = —8. Bestam p(4)!

UprPGIFT 7. Binomialkoefficienten (Z) kan ses som en funktion av
n, nar man haller k fixt. Vad ar denna funktions forsta-differens?

Olika satt att skriva polynom. Ett n:e-gradspolynom ar entydigt
bestamt av sina n + 1 koefficienter. Av det foregaende ses att det
ocksa ar entydigt bestamt av ett differensschema, som ar utbyggt till
och med n:e-differensen, dvs antingen av ett funktionsvarde plus n
lampligt valda differenser eller av de n + 1 funktionsvarden som ar
differensschemats bas.

Med kannedom om koefficienterna kan man rakna ut funktions-
varden och differenser, men hur kommer man fran differenserna till
koefficienterna?

Ett satt ar att anvanda faktorialer, , (®), som definieras:
e® =@z -1)(z-2)...(x—k+1), 2@ =1.

Dessa funktioner har en viss analogi med potenser.

UppGIFT 8. Visa att AzF) = kz(k=1) (k=1,2,...).
Faktorialerna passar alltsa ihop med operatorn A pa samma satt

som potenserna med deriveringsoperatorn D.
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Gor ansatsen

p(z) = Zbkx(k).
k=0

Satt z = 0: vi far by = p(0). Bilda

Ap(z) = Z kbpz =Y sitt z = 0; Vi far by = Ap(0).
k=1
Bilda

A?p(z) = Z k(k —1)z®=2); sitt & = 0; vi far 2by = A2p(0)
k=2
0S V.
. _ AFp0) g . . .
Man inser att by = =55~ for k = 1,2,...,n,dar kl =1-2-k.
Alltsa ar

) by = Y- 20,0

k!
k=0

Denna formel uttrycker p(z) med hjélp av vardet p(0) samt de diffe-
renser som star pa en fran p(0) nedat sluttande rad. Den kallas New-
tons interpolationsformel, narmare bestamt Newtons framatformel.
Det finns ndmligen ocksa en Newtons bakatformel (se uppgift 11)
som uttrycker p(x) med hjalp av p(0) och de differenser som star pa
en fran p(0) uppat sluttande rad.

Man kommer vidare till den vanliga framstéllningen av p(z) ge-
nom att skriva faktorialerna z(™ som ett polynom:

n
™ = Zs(n,k)xk il,z,...,z".
k=1
Har ar s(n, k) hela tal. For sma varden av n och k ir de givna i
foljande tabell.
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Tabell 6ver s(n, k)

n\k 1 2 3 4 5
1 1

2 -1 1

3 2 -3 1

4 6 11 -6 1

5 24 50 35 -10 1
B e

Dessa tal kallas Stirlings tal av 1:a slaget. (Stirlings tal av 2:a
slaget ger 2" som funktioner av z(*).)
UprPGIFT 9. Givet polynomet

p(z) = =14z +102® + 202®) 4+ 9™ 4 2O,

Skriv p(x) utvecklat efter potenser, dvs i vanlig form.
UpPGIFT 10. Antag att man har varden av ett m:e-gradspolynom
g(y) for y = yo,yo + h,...yo + nh samt differensschemat

9(o)
Ag(yo)
9(yo + h)
Ag(yo + h)
...................... A"g(yo)
Ag(yo + (n — 1)h)
9(yo + nh)

baserat pa dessa virden. (I detta schema star A for Ay).

Uttryck g(y) med hjalp av Newton’s interpolationsformel (*) och
de givna differenserna! (Tips: sitt y = yo + xh och betrakta p(x) =
9(yo + zh) och differensen Apg(yo) = Ap(0) osv.)
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UppPGIFT 11. Man kan definiera bakatdifferenser Vf(z) = f(x) —
f(z — h) och fa en teori som ar en spegelbild av den man far med
A. Aven till V finns en familj av basfunktioner som betecknas z[™,
och for vilka VzlFl = kzlf—1 £ =12 .... Ge uttryck for z*! och
anvand dem for att stalla upp Newtons bakatformel.

Differenser och funktioner som inte ar polynom.

UpPGIFT 12. Det finns en langtgaende parallellitet mellan egen-
skaperna hos operatorerna A och D = %. Summation motsvarar
integration, och manga formler liknar varandra, t ex de for derivatan
av en produkt och differensen av en produkt. Operatorn D har en
fixpunkt, dvs en funktion som inte andras av D: Df = f, namligen
f = e*. Har operatorn A ocksa en fixpunkt, en funktion g sadan att
Ag = g, och i sa fall vilken?

Manga funktioner ger, om de tabuleras tillrackligt tatt, dvs med
litet tabellsteg h, differensscheman, som liknar polynomens. Diffe-
renserna for positiva funktioner blir mindre utat hoger till och med
en viss ordning m. Om de ar tillrackligt sma, indikerar detta att
funktionen kan approximeras bra i detta intervall med ett (m —1):a-
gradspolynom. Detta ar bakgrunden till anvandningen av differenser
i samband med funktionstabeller och interpolation.

Differenser som heuristiskt hjilpmedel (heuristiskt beter man
sig da man gissar och provar sig fram). Om man soker efter en okénd
funktion och har mojlighet att rakna ut varden av den kan det vara en
hjalp att stalla upp ett differensschema. Om den okanda funktionen
ar ett polynom, sa syns det, och polynomet kan ocksa bestammas.
Om differenserna i stillet beter sig ungefir som funktionsvardena
sjalva, sa innehaller den okanda funktionen férmodligen nagon ex-
ponentiell term. Ett exempel: Hur manga diagonaler finns det i en
n-horning? Vi staller upp en liten tabell; ritar 5- och 6-hoérningar
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och raknar:
Antal horn Antal diagonaler

3 0
2

4 2 1
3

5 5 1
4

6 9

2:a-differenserna verkar konstanta. Anvand Newtons formel, utga
ende fran n = 3: Antal diagonaler = 0 + 2(n — 3) + % =
n(n=3)

5

Aterstar att visa att detta galler for alla n, vilket i detta fall inte

ar svart.
UprPGIFT 13. Betrakta en konvex n-horning. Hur manga skirnings-
punkter mellan diagonaler finns det inom n-hérningen? (Vi antar att
aldrig mer &n tva diagonaler mots i en punkt.) Ledning: antalet = 0
for n = 1,2,3. Rita och rikna antalen for n = 4,5 och 6. (Denna
uppgift ar hdmtad ur tidskriften Normats (Nordisk matematisk tid-
skrift) problemspalt. En smartare 16sning ges i héfte 4, argang 1988,
problem 149. Men differensschemat kan kanske leda en in pa ratt
spar.)

Den har tekniken ar anvandbar nir man vill veta hur manga multi-

plikationer och/eller additioner som kravs i en algoritm for olika
ordning pa problemet, t ex losning av ett linjart ekvationssystem
med n obekanta.
UpPGIFT 14. Hur manga positiva heltalslésningar har ekvationen
x+y+ 2z = 2n, som ocksa uppfyller villkoren z < y + z; y <
z+x; z < z+y. (Himtat ur Polya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze,
Abschn. I, kap. 1, problem 31.)
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UpPGIFT 15. I hur manga delar delas planet av n rata linjer? Vi
forutsatter att inga linjer ar parallella och att aldrig mer an tva linjer

mots i en punkt.
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