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Om Mobiustransformationer
TORBJORN KOLSRUD

KTH

En Mobiustransformation ar en komplexvard funktion f av en
komplex variabel z pa formen

az+b
cz+d

fz) =

Har ar a, b, c och d komplexa tal. Ofta skriver vi bara

az+b

— .
z cz+d

Observera att om talen a, b, c och d multipliceras med ett godtyckligt
komplext tal k # 0 far vi anda samma funktion. Det betyder att en
Mobiustransformation bara beror av tre parametrar.

Specialfallen z — az (en rotation om |a| = 1, en homoteti om
a > 0), z = z+ b (translation) och z — 1/z (inversion) kallas nedan

for elementara transformationer.

1
2
av Mobiustransformationerna z — ¢z, z — 2z, 2z — z+ 1+ 17 och

1. Berakna vardet i punkterna z = 5, 2 =1, 2= —2toch z =141
z — 1/z. Rita ocksa sa att du ser vad som sker under de elementéra,
transformationerna.

Om f och g ar tva funktioner kan man bilda deras sammansatt-
ning f o g, definierad genom f o g(z) = f(g(z)). I allménhet (se
6vning 2 nedan) ar f o g och g o f olika funktioner.

2. Bestam alla sammansattningar av funktionerna z — iz, z —

z+4+ 1414, z - 1/z. Du ser da att ocksd sammansattningarna &r
Mobiustransformationer.
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3. Visa allmant att sammansattningen av tva Mobiustransforma-

tioner, sag
L a1z + by .
’ c1z + dl N
och
asw + be
w —> :
cow + do

ar en Mobiustransformation.

Vi ar inte intresserade i de triviala fall da f ar konstant, dvs da
for nagot komplext tal o, f(2) = a oberoende av hur z viljs. (t ex
a=b=1, c=d=2)

4. Visa att f ar konstant precis da ad — bc = 0.
Fran och med nu antas alltid att ad — be # 0.
Under detta villkor kan man losa ut z ur ekvationen

az+b
cz+d

Vi far da vad som kallas den inversa funktionen. Om denna beteck-
nas med g, galler att f(g(w)) = w or alla w och g(f(z)) = z for alla
z. Om det finns en invers funktion sager vi ocksa att f ar omwvandbar.
Varje Mébiustransformation ar alltsa omvandbar (om ad — be # 0).

5. Kontrollera att i fallen w = iz, w = 24+ 14+ ¢ och w = 1/z ar
ocksa den inversa funktionen en Mobiustransformation.

6. Visa sedan detta i det allmanna fallet, helt enkelt genom att
harleda en formel for z som funktion av w.

Om ¢ = 0 ar det klart att |w| — oo da |z| — oo, dvs w véaxer
obegransat med z.

7. Visa att om ¢ # 0 géller att |w| — oo da z — —d/c. (Det gor
du enklast genom att anvanda uttrycket for den inversa funktionen
som hérletts i 6vning 6.) Berdkna ocksa gransvérdet da |z| — oo.
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Lat oss infora beteckningen C for de komplexa talen. Med C
betecknar vi C plus punkten co. Varje Mobiustransformation kan
d4 ses som en omvindbar funktion fran C till sig sjalv. Vi definierar
f(oc0) = 00 om ¢ = 0. For ¢ # 0 later vi f(co) = a/c och f(—d/c) =
oo. I exemplet f(z) =1/z ar saledes f(0) = oo och f(o0) = 0.

8. Skriv Mobiustransformationerna z — (2 + 1)/z och z — (2 +

2i)/(z + 1) som sammanséttningar av elementara transformationer.

9. Visa allmannare att varje Mobiustransformation kan uttryckas
som sammansattning av elementara transformationer.

En av avsikterna med detta arbete ar att studera Mobiustrans-
formationers verkan pa cirklar och linjer. Lat oss darfor behandla
ekvationerna for dessa geometriska figurer. Eftersom en cirkel bestar
av alla punkter vars avstand till en fix punkt zg ar r > 0, ar det
klart att cirkeln med centrum i zy och radie r» kan beskrivas genom
ekvationen

|z — 20| =,

dvs

(z—20)(Z — Z9) = r=.

(P& reell form blir detta, om 2z = x+iy och 29 = g +iyo, (r—z0)? +
(y —y0)* =r2)

Varje linje i planet kan skrivas pa formen Az + By + C' = 0, dar
A, B och C ar reella tal, och dar nagot av A och B ar # 0.

10. Visa att ekvationen for en linje kan uttryckas med komplexa tal
som
az+az+ B =0,

dar a # 0 ar ett komplext och 3 ett reellt tal.

11. Bestam bilden av linjen z —y + 1 = 0 under transformationerna
z—z+1,z—>1/zochz = (z+1)/z.
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12. Lat allmannare L vara en cirkel eller en linje och lat f vara en
Mobiustransformation. Visa med hjalp av resultaten ovan att bilden
av L under f, f(L) ={w:w = f(z),z € L}, ocksa ar en cirkel eller
en linje.

Vi har tidigare sett att en Mobiustransformation bara beror pa
tre parametrar. Det forefaller darfor klart att varje Mobiustransfor-
mation ar bestamd av att det for tre olika punkter z1, 2o och z3 galler
att z1 — 0, z9 — 1, z3 — 00. Vi ska nu visa detta.

13. a) Kontrollera att om ingen av z1, 29, 23 ar 0o, sa galler detta
for funktionen
Z— 21 R9 — X3

flz) =

och, om z1, z9 eller z3 ar oo, for

2 —23 29—21

zZ2 — 23 Z— 21 Z— 21
, resp. s
Z — Z3 Z — 23 29 — 21

att z1 =+ 0, 29 = 1, 23 — o0.

b) Lat f vara som i a) och anta att ocksa g uppfyller z; — 0,
29 — 1, z3 = 00. Om h ar den inversa funktionen till g, sa galler for
fohatt 0> 0,1 — 1 och oo — oo. Vilka Mobiustransformationer
uppfyller detta? Vilken slutsats dras om g?

Funktionen f(z) i 13a) skrivs ofta (z, 21, 22, 2z3) och kallas for kors-
kvoten. Denna kan anvandas for att hitta en Mobiustransformation
som avbildar tre givna distinkta punkter zq, z9, z3 pa tre andra di-
stinkta punkter wy,wq,w3. Om f(z) = (z,21,29,23) och g ar in-
versen till w — (w,w;,wq,ws) giller for g o f att 27 — 0 — wy,
29 — 1 — wy och 23 = c0 — ws.

Vitsen med detta ar att man, givet tva omraden, bada begransade
av en cirkel eller en linje, kan finna en Mobiustransformation som
overfor det ena omradet i det andra. Anta t ex att det galler tva
halvplan, begransade av linjerna L resp M. Tag tva punkter z, 2o
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pa L och anta att en Mobiustransformation f avbildar z; pa w; och
Z9 pa wg dar wy,we € M. Linjerna L och M delar z— resp w—planet
i tva delar. Av kontinuitetsskal ar det klart att alla punkter i ”ena
halvan” av z—planet hamnar i samma halva av w—planet. Det racker
darfor att valja punkter z3 och w3 i de ursprungliga halvplanen och
ordna sa att ocksa z3 — ws.

14. Finn en Mobiustransformation som avbildar

a) halvplanet {y < —1} pa halvplanet {z —y > 1},

b) cirkelskivan {|z| < 1} pa cirkelskivan {|z — 1 + 7| < 3},

c) cirkelskivan {|z| < 1} pa omradet {|z — 1+ i| > 3} (en "yttre
cirkelskiva”),

d) cirkelskivan {|z| < 1} pa halvplanet {y > 0}.

15. a) Lat L vara reella axeln. Kolla att z — (az + b)/(cz + d)
avbildar L pa L precis nar a, b, c och d ar reella, om vi ocksa antar
att ac — bd ar reell.

b) Lat H vara 6vre halvplanet {y > 0}. I vilket av fallen ac—bd >
0, resp < 0, galler att H avbildas pa sig sjalvt?

Betrakta alla Mobiustransformationer

az+b

&)=

dar a,b,c,d ar heltal (0,+1,4+2...) och ad — bc = 1. Vi skriver da
ferl.

16. Kontrollera att om f och g € I' galler ocksa fog € I'. Visa
ocksa att varje f € I" har en invers funktion som tillhor I'. (Detta
betyder att I' &r en grupp.)

Tva transformationer i I" ar

firz—24+1
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med invers funktion
gL:z—z—1,

och
farz——1/z

som ar sin egen invers. Man kan visa att varje f € I' kan fas genom
sammansattningar av f1, g1 och fo. Vi sager att de genererar I.
17. Visa att

a) 9(2) = 735 = f2 0 f1(2),

b)—(1+1/2) = gog(2),

c) szrl = f10 fa o f3(2).

Lat F vara ett omrade i H. F kallas for ett fundamentalomrade

(for T') om varje punkt w i H &ar bild av en punkt z i F' under en

lamplig sammansattning av f;,g; och gs.
18. Visa att |z| > 1, —1 < z < ; &r ett fundamentalomrade.

19. Anta nu att vi ersdatter I' med I, dar I har funktionerna fo
(som ovan), f3 = fiofi:z—>2z+2o0chgs=g10g1:2 > 2—2
som generatorer. Kan du da finna ett fundamentalomrade, F’ sag,
for I?

20. Vad hander om du har kvar f3 och g3, men ersatter fo med
fa(z) = z/(z + 1) och dess invers g4(2z) = z/(—z + 1)?
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