234

Fibonaccis talfoljd

BERNT LINDSTROM

KTH, Stockholm

Leonardo av Pisa, aven kallad Fibonacci, var en beromd matem-
atiker under medeltiden. Han larde sig aritmetik av araber i Nord-
afrika, introducerade det arabiska talsystemet i Europa och skrev
1202 en epokgorande larobok i algebra Liber Abaci. Han ar ocksa
kand som upphovsmannen till Fibonaccis talfoljd:

1,1, 2, 3,5, 8, 13, ...

i vilken varje tal ar summan av de tva narmast foregaende talen.
Denna talfoljd har manga underbara egenskaper, som inte bara ar
talkuriosa: Fibonaccis talfoljd spelade en avgorande roll nar Mati-
jasievi¢c 1970 lyckades losa ett beromt problem om diofantiska ekva-
tioners losbarhet: Hilberts 10:e problem.

Om man satter F; = 1, Fy = 1, sa galler for det n:te talet i
talfoljden att

(1) Fn = rn_1+ Fn_g, nar n 2 3.

Vad man framfor allt bor studera ar algebraiska relationer mellan
Fibonaccitalen samt delbarhetsegenskaper. Man har darvid nytta
av att kunna matematisk induktion och kongruensaritmetik. Bo-
ken Talteori for alla av Ogilvy och Anderson (Prisma, 1968) har ett
kapitel om kongruensaritmetik och aven ett kort kapitel om den har
aktuella talfoljden. (Fraga efter boken pa biblioteket!)
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UPPGIFT. Visa att man kan definiera Fy, F_,, F_5 etc. sa att man
far ett Fibonacci—tal F,, for varje heltal n sa att dessa tal uppfyller
relationen (1) utan inskrankning pa n.

UPPGIFT. Studera resterna modulo N av Fibonacci-talen, da N =
F, (n > 3) ar ett Fibonacci-tal. Nar blir resten 07

EXEMPEL. Om vi valjer N = 3 = F blir resterna av Fy, F5, ... :
1,1,2,0,2 2 1,0, 1,1, 2,0, ....

SLUTSATS. F},, ar jamnt delbart med F), nar m ar jamnt delbart med
n. (m ar ett heltal, som &r positivt eller negativt.)

UPPGIFT. Skriv ned ett bevis for slutsatsen ovan! Att ett heltal m ar
jamnt delbart med ett annat heltal n brukar skrivas n|m. Slutsatsen

ovan kan nu skrivas kortare: n|m implicerar F,|F,,.

Den storsta gemensamma divisorn till tva heltal m och n brukar
skrivas (m,n). Av det foregdende inses att F{,, n)|Fm och Fip, n) | Fp.
Alltsa galler Fi,, »)|(Fm, Fr). Man kan bevisa d&nnu mer:

SATS. Flm.n) = (Fm, Frn), dir m,n > 1.
HJALPSATS 1. Det finns heltal a och b sadana att (m,n) = am+bn.

HJALPSATS 2.
Fm-l—n - m—an + Fan-l—la

Frion = (_1)n+1(Fm—1Fn - Fan—l)-

Den senare hjalpsatsen kan visas med induktion over n > 1 nar m
ar ett godtyckligt heltal. Det foljer, att om bade F;,, och F,, ar jamnt
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delbara med ett naturligt tal V, sa ar Fi,, 1, och F,,,_,, jamnt delbara
med N. Man inser sedan att alla Fibonacci-tal av formen Fy,, 44, ar
jamnt delbara med N. Eftersom F;, och F,, ar jamnt delbara med
(Fm, Fy,) ser man nu, om man anvinder Hjalpsats 1, att F{,, ,) ar
jamnt delbart med (F,,, F},). Vi har tidigare sett att (F,,, F},) ar
jamnt delbart med F,, ). Alltsd maste Fi,, ) = (Fim, Fn). Satsen
ar visad.

Hjalpsats 1 brukar bevisas med anvandande av Euklides algoritm.
Kanske Du kan hitta ett bevis i nagon bok, t.ex. i Hans Riesels Fn
bok om primtal (Studentlitteratur, 1968).

Av den bevisade satsen foljer latt foljande egenskaper hos de Fi-
bonaccis tal. De kom till anvandning i Matijasievi¢’s 1osning av
Hilbert’s 10:e problem (se Fenstads artikel!).

FoLipsats 1. F, och F, 41 saknar gemensamma delare (n > 1).

FOLipsATs 2. F,,|F, om och endast om m|n (m,n > 1).

Har foljer ytterligare nagra relationer, som Du kan forsoka bevisa
(de tva forsta bevisas i boken av Ogilvy och Anderson).

Fr3+1 = FoFnpe + (-1)"
FP+Fj+ - +F:=F,F1
i Fy+ FoFs+ - -+ Fop Fopig :an, F3+F3+1 = Fony1,
Fi +2F +3F3+---+nkF, =nkFyyo — Frip3 + 2.
Det finns en liten bok av N.N. Vorobyov, The Fibonacci Numbers,
som innehaller en hel del om Fibonacci—talens delbarhetsegenskaper.

Den publicerades forst pa ryska, men har oversatts bade till engelska
och tyska.
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