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Volymer av n—dimensionella klot
MIKAEL PASSARE

Stockholms universitet

Ett klot med radien r ar mangden av punkter vars avstand till en
given punkt (medelpunkten) ar hogst 7. Lét oss skriva B3(r) for det
klot i (z,y, z)-rummet som har sin medelpunkt i origo (det vill sdga
(0,0,0)) och vars radie ar r. (Bokstaven B star for boule (fr) eller
ball (eng) och trean betecknar dimensionen.)

UPPGIFT 1. Bevisa att
B3(r) = {J(z,y,2); 2% + y* + 2> < r?}.

LEDTRAD. Anta att (z,y,2) € B3(r) och anvind Pythagoras sats,
forst pa triangeln med hérn i (0,0, 0), (z,0,0) och (z,y,0), sedan pa
triangeln med hoérn i (0,0,0), (z,y,0) och (z,y, 2).

Lat nu B?(r) vara cirkelskivan i (z,y)-planet som har sin medel-
punkt i origo (det vill sdga (0,0)) och vars radie dr r. Da kan vi
skriva

B*(r) = {(z,y);z" +y* < r’}.
UPPGIFT 2. Vad blir B'(r)?

Vi ska ocksa studera klot i hogre dimensioner och borjar med det
fyrdimensionella klotet B*(r), som har sin medelpunkt i origo (det
vill sdga (0,0,0,0)) och vars radie ar r.

DEFINITION.

B(r) = {(z,y, z,w);2* + y* + 2* + w? < r?}.
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UPPGIFT 3. Ge en definition av B™(r).

FORSLAG.Eftersom alfabetet ar sa kort och for att fa ett enhetligt
skrivsatt ar det praktiskt att skriva x;-rummet istallet for z-axeln,
(21, z2)-rummet istallet for (x,y)-planet och (z1,z2,x3)-rummet i-
stallet for (z,y, z)-rummet. Det n-dimensionella rummet kallar vi
da (z1,z2, ..., z,)-rummet.

Nu infér vi beteckningen Vol B3(r) for volymen av B3(r), det vill

saga

4 3
Vol B3(r) = ——

Om vi later tvadimensionell volym betyda area och endimensionell
volym betyda langd sa far vi ocksa

Vol B? (r) = wr?

och
Vol B'(r) = 2r.

Foér att kunna ga vidare och hitta en formel fér Vol B™(r) maste
vi forst tanka efter vad vi ska mena med volymen av en mangd i
(1,22, ..., Ty )-rummet.

Hur definierar man egentligen vanlig area? Jo, forst bestammer
man att en kvadrat med sidan s ska ha arean s? och att arean hos en
union av disjunkta kvadrater ska vara summan av deras respektive
areor. Arean av andra mangder far man sedan genom att approxi-

mera dessa med unioner av kvadrater.

UPPGIFT 4. Ldt (z1,z2)-rummet vara indelat i ett fint rutndt dar
varje liten kvadrat har sidan s. Skriv ett datorprogram som approz-

imerar

VolB*(1) ==
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genom att lagga samman areorna hos alla sma kvadrater som atmin-
stone delvis ar innehallna @ cirkelskivan.

FORSLAG.For att fa en hygglig approximation bor s inte vara storre
an 0,0001. Forsok garna forbattra approximationen, till exempel
genom att bara ta med halften av de kvadrater som inte ligger helt

innanfor cirkeln.

Vanlig tredimensionell volym definieras pa liknande satt genom
att man forst stipulerar att en kub med sidan s ska ha volymen s3
och sedan approximerar man med unioner av kuber.

En typisk n-dimensionell kub med sidan s ar

{(z1,22, ..., zn);01 < x1 < ag + s,

az < x3 < as+8,....,an, <z, < ap + s},

och vi sitter dess volym (som naturligtvis mats i m”™ om s uttrycks
i meter) till s™. Volymen av andra n-dimensionella mingder som
till exempel B"(r) definierar vi sedan genom approximation som
tidigare.

UPPGIFT 5. Beuvisa att om en n-dimensionell mangd forstoras med
skalfaktorn k sa multipliceras dess volym med k™.

LEDTRAD. Det riacker att gora det for kuber, sedan approximerar

man ju.

Nu ser vi att for att finna Vol B"(r) sa racker det att rdkna ut
Vol B™ (vi skriver bara B™ for enhetsklotet, istallet for B™(1)) och

sedan anvanda sambandet
Vol B™(r) = Vol B™ -r".

Innan vi pa allvar tar itu med de hogre dimensionerna ska vi
berdkna Vol B3. (Vi vet forstas redan att svaret dr 47/3 men nu
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ska vi bevisa detta.) Ett sidtt vore naturligtvis att approximera med
kuber direkt och gora en tredimensionell version av Uppgift 4, men
man kan ocksa approximera med andra mangder vars volym redan

beraknats, exempelvis cylindrar.

UPPGIFT 6. Beuwisa att en cirkular cylinder med radien r och hojden
h har volymen mr2h.

LEDTRAD. Arean hos basytan, alltsd cirkelskivan, fick vi ju fram
genom approximation med sma kvadrater. Visa att ratblocket med
en sidan kvadrat som bas och med héjden h har volymen s?h.
(Anvénd en stapel av &~ h/s stycken kuber med sidan s.)

Vi delar in intervallet [—1,1] (det vill siga B') i 2N intervall av
langd 1/N. En typisk dndpunkt blir alltsa k/N for nigot k mel-
lan —N och N. Om nu z; = k/N sa visar Pythagoras sats att
(71,72, 73) € B3 precis om z2 + 22 < 1 — (k/N)?. For stora viarden
pa N far vi en god approximation av Vol B3 genom att ta summan
av volymerna hos cylindrarna med héjd 1/N och radie /1 — (k/N)?
da k gar fran —(IV — 1) till N — 1. (Vi skivar klotet i tunna skivor
och approximerar varje skiva med en nagot storre cylinder - rita en
figur!) Om vi slar samman de bada identiska cylindrar som hor till
+k till en enda cylinder med héjden 2/N sa kan vi skriva

0 2 1 2
3_ 1 _ (222 — ()
Vol B = lim (n(1—(3)%) 5 +7(1 = (F)")++
N -1 2
+ 71— () )
N-1
. kg 2
=2 (- ()
N-1
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UPPGIFT 7TA). Bevisa att
N-1
: k,1 1
i 2 ) N =

LEDTRAD. Gransvardet ar fol x™ dz, enligt definitionen av integra-
len.

UPPGIFT 7B). Bevisa att

! k 1
. A V.
J\/ll—)ook O(N) N™ 0’ 0 >1.

LEDTRAD. Gransvardet kan skrivas

N-1

) k. o1 . 1
]\/11—I>noo — (N) W]\/lgnoo Nm-1°
Saledes har vi N
—~ ko1 1
dim > () § =3
k=0
och foljaktligen
1 A7
Vol B3 =2x(1 — =) = —
o 7 ( 3) 3

vilket ju stammer val med vad vi redan visste.

Nu ar vi mogna att ta spranget in i det fyrdimensionella rummet.
Vi ska berikna Vol B* helt i analogi med hur vi nyss fann Vol B3.
Vi borjar med att dela in enhetsskivan B2 i N stycken ringar genom
att rita upp koncentriska cirklar med radie k/N, dar k gar fran 0 till
N —1. Om nu (z1,z2) ligger pa en sadan cirkel, det vill siga

/ k
$%+x%:Na
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s& ser vi att (x1, 29,23, 74) € B? precis om
3+ 25 < 1—(£)2
3T Ty S N

Vi approximerar Vol B* med summan av volymerna hos cylindrar
med samma basarea som tidigare, alltsa

1 — (— 2
men nu med hojdarean

(- (e,
det vill siga arean hos en typisk ring i var indelning av B2. En stunds

eftertanke visar att detta exakt motsvarar vad vi gjorde tidigare, men
d& hade vi en indelning av B! istillet.

UPPGIFT 8. Motivera varfor den fyrdimensionella volymen av cylin-
dern ovan maste vara basarean ganger héjdarean, alltsa

2 k+1 2 2
W(l_(ﬁ) )‘W((T) _(N) ).

LEDTRAD. Minns att vi definierade fyrdimensionell volym via ap-
proximation med fyrdimensionella kuber och jamfor sedan med Upp-
gift 6.

Vi har alltsa (i perfekt analogi med det tredimensionella fallet)

VolB' = lim 3 w(1- (%)%((%V _ (%)2).

N—>oo
k=0

Men
(k+1)?=k>+2k+1
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sa

och det foljer att

k2 2k +1
4 2
Vol B —77(1—]\/11_1)%0 > N? e )
N-1 N-1
B ka1 ko, 1
=m* (1= lim 2 ()5 - dim D ()" 572)

Enligt Uppgift 7 ar dessa bada sista gransvarden lika med 2 - i re-
spektive 0, sa vi far

1
VolB*=7%2(1— = —0) = —.
o) 7 ( 5 ) 5

Mera allmént har saledes B*(r) volymen n2r*/2.
UPPGIFT 9. Bevisa formeln

Vol B™ = e Vol B™ 2

n
for varje n > 3.

LEDTRAD. Dela forst in B"~2 i N stycken skal genom att infora
koncentriska klot med radie k/N, 0 < k < N — 1. Approximera
som forut Vol B™ med summan av volymerna hos cylindrarna med
basarea

k
1 (22
(1= (5)%)
och hojdvolym

bt lis ok

Vol B2 - (( ~(5)"7)-



VOLYMER AV N—DIMENSIONELLA KLOT 259

Dessa cylindrars volym ges som vanligt av basarean ganger hojdvo-
lymen. Anvand ocksa det faktum att

(k+1)""? = k"2 4 (n —2)k" 3 + ligre potenser av k.

Nu ar det latt att rakna ut Vol B™:

For jamnt n, sig n = 2m, far vi
2

VolB2m = = . Vol B2m=D = T . yo] B2(m=2) =
m m(m — 1)
m—1 m
=T . vVaB*="_
m)! m)!
For udda n, sag n = 2m — 1, blir formeln inte fullt lika elegant. Vi
far
2
Vol B2l = . Vol B¥™ 3 = .
2m — 1
(2m)m~! 1
= - Vol B
@m—1)2m—-3)---3 '°
2mﬂ_m—1

T 1-3--2m=3)2m—1)

Vi ska nu se att genom att infora beteckningen z! ocksa for andra
tal 4n heltal, exempelvis for z = 1/2, s kan man knyta ihop form-
lerna for det jamna och det udda fallet till en enda formel. Lat oss
diskutera hur en sadan utvidgning av fakultetsfunktionen kan goras.
Ett forsta naturligt krav ar ju att sambandet

zl=(z—-1! 2z

ska fortfara att galla aven for x som inte ar heltal. Men detta racker
forstas inte - det finns massor av funktioner som uppfyller detta. Vi
kan ju definiera z! helt efter behag i intervallet mellan 0 och 1 och
sedan anvanda den rekursiva formeln for att fa en funktion for alla
positiva x.
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UppGIFT 10. Lat p och q vara tva heltal > 0 sadana att p < q.
Skriv upp ekvationen (pa formeny = ax+b) for linjen som forbinder
punkterna (p,logp!) och (q,logq!). Visa sedan att for varje heltal n
mellan p och q sa ligger punkten (n,logn!) under linjen, det vill sdga

logn! < an + b.

LEDTRAD. Anta forst att ¢ = p + 1. DA racker det att kontrollera
de bagge fallen n = p och n = ¢q. Bevisa darefter att om q ersatts
med ¢ + 1 sa far man en brantare linje. Kom ihag att

log(q + 1)! =logq! +log(q + 1),

och rita en figur.

DEFINITION. En funktion f kallas konvex om punkten (z, f(x)) ligger
under linjen genom (p, f(p)) och (q, f(q)) for alla tal (ej nodvindigt-
vis heltal) sadana att p < x < q. (Grafen buktar med andra ord
neddt. )

Ett andra naturligt villkor ar alltsa att log z! ska vara en konvex
funktion. Markvardigt nog bestammer detta, tillsammans med den
rekursiva formeln ovan, x! entydigt, och vi kan nu berakna vad till
exempel (1/2)! maste vara.

Forst observerar vi att for £ = 1,2,3,... sa ger oss konvexiteten
olikheterna
1 1
log(k — 5)' < 5( log(k — 1)! + logk!)
och
1 1 1
logk! < 5( log(k — 5)' + log(k + 5)!),

det vill saga

(k=) < (k=1 och K< (k= 2)l(k+ )L
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Eftersom nu | | 35 (2k 1)
I\ — (122, e e
(k 2)' (2)'22 2

sa far vi

(s5mmn) 6007 (a5 army) /5

Detta kan ocksa skrivas

(41204 ) (14 gy 5) S48
SO+ DA+ (Lt gk

UpPGIFT 11. Skriv ett datorprogram som raknar ut hoger- och vans-
terledet ovan for stora varden pa k.

Man drar slutsatsen att det maste galla att

det vill saga

UPPGIFT 12. Visa att det n-dimensionella klotets volym kan skrivas
1 n
Vol B™ =2"(=)I"/(=)\.
g (/)
LEDTRAD. Eftersom vi vet vad (1/2)! ar sa kanner vi ocksa (n/2)!
for varje n.

Till sist kan namnas att man kan generalisera kloten ytterligare

genom att for varje positivt tal p definiera
Bg(r) = {(z1, T2, -0y Tp); |21 + 22" + ... + |20 [P < PP

Observera att By (r) = B™(r), alltsa det vanliga runda klotet.
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Da far man formeln
Vol B = 2”(1)vn/(ﬁ)v
P p’ p”

for det n-dimensionella p-klotet.

UppPGIFT 13. Rita upp Bf) for ndgra olika virden pd p. Vad bor BZ
vara?

UPPGIFT 14. Kontrollera giltigheten hos formeln ovan for VolBp i
sa manga fall som maojligt.

Lycka till!



