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Overallt i naturen och pa konstruerade foremal ser man reguljara
figurer. Blomblad sitter systematiskt i en ring och pa hyreshusen
sitter fonstren i rader och kolumner. Trastavarna i parkettgolvet,
tanderna pa ett kugghjul, blommorna pa en tapet eller ett tyg upp-
repas pa ett systematiskt satt.

Vi skall studera plana (tvadimensionella) ornament, vilka ha nagot

slag av symmetri och/eller &r upprepning av en viss "figur”. Vi skall
ej bry oss om vilken ”figur” det ar som upprepas utan endast hur den
upprepas. Vid studiet av tapetmonster t ex, vilket foljer nedan, bryr
vi oss alltsa ej om vilken blomma eller vilka rander som upprepas,
endast pa vilket satt det sker.
Isometrier. En isometri ar en avbildning av en figur som ej andrar
nagra avstand inom figuren. Vi studerar avbildningen av en triangel
i planet. Bilden ar alltsa en triangel pa ett annat stalle i planet med
lika langa sidor som den ursprungliga. Avbildningen kan vara av tva
slag:

direkt om orienteringen ej andras, dvs om trehorningen A, B och
C ligger medurs kring figuren sa gor deras bilder ocksa det, se fig. 1
och 2,

omwvand om orienteringen andras, dvs om A, B och C' ligger med-
urs ligger deras bilder A’, B’ och C’ moturs, se fig. 3 och 4.

Vi kommer att studera tre slag av isometrier:

1. Translation. Figuren forflyttas utan att vridas.
2. Rotation. Figuren vrides kring en punkt O utan att translateras.
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Punkten O kan ligga langt fran figuren.

3. Reflektion i en linje m. Varje punkt A ”speglas” i en punkt A’ pa
andra sidan linjen sa att AA’ ar vinkelrdt mot m och avstandet
fran A’ till m ar lika med avstandet fran A till m.

Vi definierar ocksa:
Glidreflektion, vilket ar en sammansattning av en reflektion i en

linje m och en translation langs m.

SATS 1. En direkt isometri ar en translation eller en rotation.

BEvis. En translation &r beskriven i Fig. 1. (Den kan eventuellt
uppfattas som rotation noll grader kring en punkt oandligt langt
borta.) Det som verkligen kréver ett bevis ar att varje direkt isometri
som ej ar en translation ar en rotation, dvs att det finns en punkt
(O i fig. 2) sadan att isometrin verkligen ar en rotation kring den.
Lat alltsa ABC vara ursprungstriangeln och A’B’C" dess bild. Lat
O vara skarningen av mittpunktsnormalerna till strackorna AA’ och
BB'. Vi skall visa att mittpunktsnormalen till CC’" gar genom O.
Enligt konstruktionen ar OA = OA’ och OB = OB’. Da vi har en
isometri &r AB = A’B’ sa trianglarna OAB och OA’B’ ar kongru-
enta av vilket foljer att ZAOB = ZA’OB’. Vi lagger ZBOA’ till var
och en av dessa och ser att ZAOA' = ZBOB’ = rotationsvinkeln.
Vi har ZOAC = ZOAB—-/BAC = ZOA'B"—/B'"A'C" = ZOA'(C".
Eftersom OA = OA’ och AC = A'C’ fdljer darav att OAC ar kon-
gruent med OA’C’. Detta ger direkt OC = OC’, och beviset ar
klart.

SATS 2. En omwvand isometri ar en glidrefiektion.

BEevis. Studera forst fig. 3 vilket ar en ren reflektion i en linje m
(translationen ar noll). Definitionsméissigt gar m genom mittpunk-

terna M7, My och M3 till AA’, BB’ och CC’. Man inser latt (se fig.
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4) att om man forskjuter A’B’C’ utefter m sa kommer mittpunk-
terna M;, My och Mj fortfarande att ligga pa linjen m. Omvéant,
om ABC och A’B’C’ ar tva isometriska trianglar med olika orienter-
ing. Drag sammanbindningslinjerna AA’,BB’ och CC’. Hogst tva
av dessa kan skara varandra om orienteringen ar olika. Mittpunk-
terna pa sammanbindningslinjerna kan ej alla sammanfalla. Lagg
en linje genom tva olika mittpunkter. Detta ar reflektionslinjen m.
Man kan translatera A’B’C’ langs m sa att den blir reflektionen av
ABC, enligt fig. 4, vilket avslutar beviset.

Vi har alltsa funnit att den direkta isometrin har en fizpunkt, dvs
en punkt som ej flyttas vid isometrin medan en omvand isometri har
en firlinge.

Vi skall studera vilka avbildningar man far vid sammansattning
och upprepning av translationer, rotationer och reflektioner och infor
symboler for dessa operationer.

S; rotation med viss bestamd vinkel kring en punkt O;.

T; translation en bestamd stracka utefter en linje m;.

R; reflektion i en linje m;.

Med S; ' menar vi rotationen kring O; med samma vinkel som
S; men at motsatt hall. Att forst anvanda S; och sedan S, 1 pa en
figur innebar alltsa att lata den vara still. Vi skriver detta

S718 =1,

dar I ar identitetsoperatorn som oOverfor en figur i sig sjalv. Pa
samma sitt definieras R; ' och 77 ' s& att

R7'R, =1, T7'T;=1
Med litet eftertanke inser man att

S,-S{lzl, RiRi_IZI, T,;Ti_IZI, R;R; = 1.
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Den sista relationen som &ven skrives R? = [ medfor R;' = R;.
Den matematiska formuleringen av symmetr: ar: En figur F' ar sym-
metrisk om det finns en reflektion R sadan att F' = RF'. Linjen m
som hor till R kallas symmetrilinje till F'.

For tva godtyckliga translationer 17 och T, galler

Ty = ToTy = Ts

dar T3 ar en translation. Enligt sats 1 galler for tva godtyckliga S,
och Sy att
S152 = 53

dar S3 ar en rotation men i allmanhet har vi
5182 # 5951

ty studera hur 5152 och 55571 avbildar O;. Enligt definitionen ar
51(01) = (07 sa 5251(01) = 52(01) vilken punkt ar skild fran O;
om O # O1. Darfor ar S1(S52(01)) ej S2(01) och olikheten foljer.

SATS 3. Om Ry och Ry ar tva reflektioner sa ar RoRy = T eller
RoR1 =S, dar T ar en translation och S en rotation.

BEevis. Vi har RyR; = T nar reflektionslinjerna my och my till R
och Ry ar parallella (se fig. 5).

Antag nu att m; och mo skar varandra i O och lat P och () vara
tva punkter pa m; resp. mo (se fig. 6).

Lat A" = RlA och A” = RQA’ = RleA. Vi har

2/POA" = ZAOA’

2/A'0Q = ZA'OA".
Addera:

2/POQ = LAOA",

dvs RoR; ar en rotation med en vinkel dubbelt sa stor som vinkeln
mellan m; och ms.
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KOROLLAR. FEn rotation (vridning) ett halvt varv kring en punkt dar
ekvivalent med reflektion i tva vinkelrdta linjer. En glidreflektion ar
enligt definition en refiektion och translation, och man inser latt att
deras inbordes ordning ej spelar nagon roll (fig 7). Om glidrefiektio-
nen betecknas G sa har vi

G =RT =TR.

Symmetrigrupper i planet. Av sats 3 framgar att de tre typer av
transformationer man har i planet ej ar artskilda. Man kan beskriva
rotation och translation som upprepad reflektion. Symmetri ar re-
flektion. Nar man vill konstruera monster har man darfor ej sa stora
variationsmojligheter som man skulle kunna tro. Man vill ju att
monsterfiguren skall upprepa sig pa ett regelbundet satt.

Vi skall gora foljande indelning av tvadimensionella monster:

1) De tva punktgrupperna vilka &r monster som erhalles med ro-
tation och reflektion men utan translation.

2) De sju frisgrupperna erhallna med rotation, reflektion och med
translation i en riktning.

3) De sjutton tapetgrupperna erhallna med rotation, reflektion
och translation i tva riktningar.

Den matematiska definitionen av grupp finns i Appendix.

De tva slagen av punktgrupper. Den forsta sortens punktgrupp,
den cykliska, innehaller de monster man far genom rotation av en
figur kring en fix punkt. For att figuren skall komma tillbaka till
sitt ursprungslage sa att man far ett monster maste rotationsvinkeln
vara 360/n grader, dar n &ar ett heltal. Beteckna en sddan rotation
Sp. Vihar S = I, ty vridning n ganger med 360/n grader 6verfor
en figur i sig sjalv. Grupperna som genereras av .S,, brukar betecknas
C,. I fig. 8 har vi avbildad C ...Cg. For grupperna Cy och C3 har
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vi givit tva figurer for att illustrera hur monstrets utseende kan bero
pa var rotationscentrum ligger i forhallande till den figur vi roterar.
Gruppen C,, har n element (=figurer). Salunda har t ex C5 precis
5 element, namligen I, S5, S2, S2, Sg (S2 =1I).
Kontrollera att C5 ar en grupp enligt Appendix genom att gora
en multiplikationstabell. Man har t ex

S2.95=87=82.52=1-52=82.

Kontrollera i multiplikationstabellen att varje S har invers.

Den andra sortens punktgrupp kallas dihedral. 1 en sadan grupp
ingar forutom rotation kring en fix punkt dven reflektion kring linjer
M; genom fixpunkten. (Eftersom en rotation kan beskrivas som tva
reflektioner enligt sats 3 kan de dihedrala grupperna beskrivas med
enbart reflektioner.) For att det skall bli ett monster maste, liksom
vid de cykliska grupperna, rotationen vara 360/n grader och gruppen
med den rotationen betecknas D,,. I fig 9 ar D, — Dg avbildade.
Som exempel skriver vi upp de atta elementeni Dy, I, R, R?,..., R",
eller om tva reflektioner skrives som en rotation (R? = Sy):

I,R,S4,RS4, 8%, RS:, 53, RS;.

De cykliska och de dihedrala grupperna ar de enda isometrigrup-

perna om man bara anvander rotation och reflektion.

De sju frisgrupperna. De moénster det har ar fraga om ar sadana,
som upprepas vid translation i en riktning som t ex monstret pa
en kaminfris. Frisgrupperna har odndligt manga element, ty man
studerar monster, som varken borjar eller slutar pa visst stalle, utan
monsterfiguren upprepas i det oandliga. Den enklaste frisgruppen,
F1, ar just upprepad translation av en figur (se fig 10).
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Om translationen betecknas 7' sa ar elementen i1 F}:
LT T T TR

Om ett monster skall upprepas i en riktning sa ar den enda rota-
tion som kan komma ifraga den med ett halvt varv. Vi far gruppen
Fy (fig 11).

Om vi anvander reflektion R; i translationsriktningen m; far vi
ur gruppen Fy, gruppen F} (fig 12).

Gruppen F, ger pa samma sitt gruppen Fy (fig 13). Om vi dven
betraktar reflektionen Rs i riktningen mg vinkelratt mot mq, har vi

RiRy = RoR;.
Utan translation har vi darfor endast fyra olika gruppelement
I7 R17 R27 R1R2

i F5. Kombinationen av dessa fyra element ger inga nya.

Med hjalp av reflektionen Rj i en linje vinkelrat mot translations-
riktningen far vi gruppen F? (fig 14). (Enligt sats 3 &r R2 =T'.)

Om man forsoker fa ett nytt monster ur F» genom reflektion Ro
i linje moy vinkelrat mot translationsriktningen m; far man om msq
gdr genom en symmetripunkt i fig 11 dterigen gruppen F). Genom
att lata mo ga genom en punkt mitt emellan symmetripunkterna i
fig 11 far man en ny grupp F7 (fig 15).
En reflektion Rs kring en linje som ej gar igenom eller mitt emellan
symmetripunkterna ger ej nagot monster, sa vi kan ej fa fler monster
ur F} genom enbart reflektion.

Mojligheten med glidreflektion G aterstar. Eftersom G? = RTRT
= TR?T = T? ir en translation, far vi en ny grupp F} (fig 16).
Forsok att generera fler monster ur F genom reflektioner Ry och Ry
ger tillbaka gamla monster. Med formellt skrivsitt far vi R1 F = F}
och RoFP = F2.

Vi har nu konstruerat alla mojliga frisgrupper. De ar sju stycken.
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De sjutton tapetgrupperna. Vi skall nu studera monster med
translation i tva olika riktningar. Beteckna dessa translationer T}
och T5. Monstren skall alltsa vara sadana att om man applicerar
TT3 (m och n heltal) pa dem sa far man tillbaka samma monster.
Det enklaste monstret av detta slag W7 ar avbildat i fig 17.
Punkterna T7™, T3, O (m och n heltal, O origo) siges bilda ett git-
ter. Vissa gitter ar invarianta (dndrar €j) vid rotation vissa vinklar,
salunda ar t ex ett kvadratiskt gitter invariant vid rotation ett kvarts
varv. Vi har

SATS 4 (KRISTALLOGRAFIVILLKORET). De enda rotationer i planet

som ldmnar gitter invarianta dr de med vinklarna 360/2, 360/3,
360/4 och 360/6 grader.

BEevis. (Jfr fig 18.) Lat P vara en gitterpunkt och lat () vara en av
gitterpunkterna narmast P. Lat P’ vara bilden av P vid rotation
360/n grader kring . Om vi har rotationsinvarians vid denna rota-
tion sa ar P’ gitterpunkt. Lat Q' vara bilden av @ vid rotation 360 /n
grader kring P’. Aven Q' &r gitterpunkt. Om n = 6 sammanfaller
@' och P (triangulart gitter). Om n = 5 och om n > 6 ligger @’
niarmare P an @ (se fig 18), vilket strider mot antagandet att @ var
en av gitterpunkterna narmast P. Gitter med sadana rotationssym-
metrier finns alltsa ej. For n = 4 har vi kvadratiskt och for n = 3
hexagonalt gitter. For n = 2 har vi ren translation av gittret och for
n = 1 ligger gittret still.

De gitter (monster) som ar invarianta vid rotation 360/n grader
betecknas W,,. De grupper som finns ar alltsa Wy, Wy, W3, W, och
We. 1 figurerna 17 och 19-22 ar monstren avbildade. Bredvid varje
monster ar en bild av dess enhetscell, dvs den minsta delfigur av
monstret som man kan anvanda for att bygga upp det. De sma cirk-
larna i enhetscellerna ar de centra kring vilka man roterer cellen vid
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uppbyggnad av monstret och siffrorna vid cirklarna den brakdel av
ett helt varv som rotationen skall ske.

De fem nu beskrivna monstren har erhallits med operationerna
translation och rotation. Genom att aven anvanda reflektion och
glidreflektion kan man skaffa sig nya monster. Vi beskriver dessa med
figurer av monstren och tillhdrande (glid-)reflektionslinje (streckad
i enhetscellen). Ur W; kan man f4 monstren W} och W2, W3} ur
Wo, W, W2, W3 och Wy etc. P& detta sitt far vi totalt sjutton
monster som ar invarianta vid translation i tva olika riktningar och
nagra fler finns ej. Beviset av detta, namligen att man ej kan finna
fler (glid-)reflektionslinjer uteldmnas har. (Se referens [1].) Nagra
andra isometriska avbildningar an de anvanda finns enligt kapitlet
om isometrier ej.

Enhetscellerna fér W3 och W, har vardera tva symmetrilinjer
som kan anvandas som reflektionslinjer. Forsok beskriva de erhallna
grupperna W3, W2, W/ och W2. Ws—cellen har en symmetrilinje
att reflektera i vilket ger gruppen W¢. Beskriv den. Alla sjutton
tapetgrupperna ar nu beskrivna.

Nagra historiska notiser. Redan Euklides (300 f.Kr.) studerade
isometrier. Vetskapen att varje isometri ar en rotation eller glid-
reflektion stammar troligen fran Euler (1770-talet). Leonardo da
Vinci (omkr 1500) forstod idén med grupperna Cj och Dj. Grup-
perna D; verkar forekomma oftare bade i naturen och i konsten an
Cr—grupperna. Den forsta matematiska (=systematiska) beskriv-
ningen av de 17 tapetgrupperna finns hos Fedorov (1891), som alltsa
visade att det ej finns fler grupper. Empiriskt var dessa grupper dock
kianda av antikens egyptier, greker och kineser. Morerna (1300-talet)
kande till alla 17 tapetgrupperna ty de finns pa vaggarna i Alhambra
i Granada.
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Appendix.

En grupp ar ett matematiskt system av element som kan kombi-
neras med en operation vilken man ofta kallar multiplikation. Ope-
rationen skall till varje par av element i gruppen ge ett element i

gruppen.
1) Om man tar tre element a,b och c¢ i gruppen skall det géilla

(@-b)-c=a-(b-c).

lsaatta='-a-b =b, dvs verkan av

1

2) Varje element a har en invers a™
a~! tas ut av a (och tvirtom). Man skrivera=!-a = a-a=! = I och
kallar I enhetselement eller enhet. Att multiplicera med enheten
andrar ej ett element.

Jamfor en grupp med de vanliga talen dar man har fva opera-
tioner, multiplikation och addition och deras inverser: division och
subtraktion.

ExXEMPEL 1 (PA GRUPP). De hela talen med addition som gruppop-

eration och 0 som enhet.

EXEMPEL 2 (PA GRUPP). De vanliga talen utom 0 med multiplika-

tion som gruppoperation och 1 som enhet.

Kontrollera att grupperna 1) och 2) ovan &ar grupper enligt den
matematiska definitionen.
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