306

Summan av tva heltalskvadrater
HANS RIESEL

KTH

Problemstallning. Vissa tal kan skrivas som summan av tva hel-
talskvadrater, andra inte! Sa ar t.ex. 13 = 22 + 32, 9 = 02 + 32
medan n = 11 inte kan skrivas som z2? 4+ y2. Hur kan man overtyga
sig om detta senare? Jo undersdk vad n — z2 blir fér z = 0,1, 2, ...
Uttrycket blir (fortfarande for n = 11) 11, 10, 7, 2, —5..., alltsa
aldrig en jamn kvadrat. Eftersom y? alltid skall vara > 0, behdver
vi tydligen inte ga langre. Egentligen hade vi bara behovt ga tills
n—z? < n/2, ty om n = x2 + y2, ir minst ett av talen z? och
y? > n/2. (Bade z? och y? kan inte vara < n/2, ty da skulle ju
summan bli < n.)

Antalet framstallningar. Du kanske har lagt marke till, att vissa
tal kan skrivas som z2 4 y2? pd flera olika sdtt, sdsom 25 = 32 4+ 42 =
02 + 52 eller, tydligare, 65 = 12 + 82 = 42 4+ 72, Man kan fraga sig,
pa hur mdnga olika sdtt ett givet tal kan skrivas som z2 4 y2. I detta
sammanhang ar Lagranges identitet

(a® + b?)(c? + d*) = (ac F bd)? + (ad % bc)?

av betydelse.

En geometrisk tolkning. En annan fraga ar, hur manga tal < NV,
som kan skrivas som z? + y2. Titta pa figur 1. Dir ser Du att varje
punkt med heltalskoordinater (z,y), en s.k. gitterpunkt, i eller pa
cirkeln 22 + y?> = N med radien v N motsvarar en framstillning av
nigot heltal < N som z? + y2.
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De flesta gitterpunkterna i eller pa cirkeln faller i grupper om 8.
Om namligen x # y och aven zy # 0, far man ju framstallningarna

n = ()2 + (2y)? = (2y)? + (),

som ger sammanlagt 8 olika mojliga framstallningar av talet n. Ar
y = tx eller z = 0 eller y = 0, far man endast 4 mojligheter,
namligen

n = (£z)? + (£z)* resp. n = (+z)>+0? =07+ (£z)%.

For punkten (0,0) slutligen har man den enda framstallningen 0 =
0% + 0.

Nu ir antalet gitterpunkter i cirkeln med radien v/ N ungefir lika
med cirkelns yta = w/N. Darfor maste det totala antalet framstall-
ningar av alla heltal < N som 2 +y? vara ungefir = 7N, med ett fel
som #r av hdgst samma storleksordning som cirkelns omkrets 2v/N.
I figuren kan Du se hur enhetskvadraterna, en for varje gitterpunkt
i eller pa cirkeln, nara tacker over cirkeln.

UpPPGIFTEN. Du skall med hjalp av dator undersoka ovan relatera-
de problemstallningar. Skaffa Dig forst en overblick over vilka tal
n, som Overhuvudtaget kan skrivas som 22 + y2. Till hjilp har
Du nedanstaende Pascal-program, som gor foljande berdkningar:
For varje tal n i ett givet intervall (nstart, nslut) skrivs talet n
och antalet framstéillningar r(n) ut. r(n) berdknas pa samma sitt
som i ovan givna gitterpunktsbeskrivning av framstallningarna. Vi-
dare beraknas ytan av cirkelringen i vilken gitterpunkterna finns,
m(n + 1 — nstart), vilket skall jamforas med Y

n
ge en uppfattning om hur val gitterpunktsmodellen ovan stammer.

stary T(1), fOr att

For att Du skall kunna uppskatta avvikelsen fran gitterpunktsmo-
dellen, berdknas dven differensen, dividerad med /n. I program-
met berdknas vidare, hur stor brakdel f av talen i intervallet, som
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overhuvudtaget kan framstillas som z? 4+ y2. Slutligen skrivs prim-
faktoruppdelningen av talet n ut. — For att spara utskriftsutrymme,
hoppas de tal over, som inte kan skrivas som en summa av tva

kvadrater.

Nagra detaljer i datorprogrammet. Ett satt att kanna igen en
jamn kvadrat z ar att undersoka om
z=sqr (trunc(sqrt(z)+0.000001) .

(Tillagget 0.000001 har gjorts for att klara av fallet da v/z2 i datorns
aritmetik rakar bli en aning under z, varvid trunc(x) skulle ge z — 1
i stallet for z.)

Att hitta alla framstallningar av n som 22 +42, dar 0 < z < \/m
och \/n—/2 < y < 4/n, gors snabbast genom att skriva

for y:=trunc(sqrt(n)+0.000001) downto ymin do ...,
dar ymin = 4/(n/2), och inte genom satsen
for x:=0 to ymin do ...

Antalet z-varden ar namligen ca. 0.74/n, medan antalet y-virden
ar endast ca. 0.34/n varfor det forsta sittet gar mer dn dubbelt sa
snabbt som det senare.

Uppdelning av talet n i primtal och tryckning av faktorerna sker
med hjalp av proceduren faktor i programmet, som utfor ovan be-
skrivna berakningar for alla tal n da nst < n < nsl.

Program x2y2(input,output);
Const pi=3.1416;

Var n,x2,x,r,y,ymin,sum,vx,sn,nst,nsl,nl : Integer;

Procedure faktor(n:integer);
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Var g,p,vg : integer;
Begin write(’ )
while n Mod 2 = 0 do begin write(2:1); n:=n Div 2;
if n>1 then write(’*’) end;
while n Mod 3 = 0 do begin write(3:1); n:=n Div 3;
if n>1 then write(’*’) end;
p:=5; g:=trunc(sqrt(n)+0.000001); vg:=0;
while p<=g do begin
while n Mod p = 0 do begin write(p:1); n:=n Div p;
vg:=1;
if n>1 then write(’*’) end;
while n Mod(p+2) = O do begin write(p+2:1);
n:=n Div(p+2);
vg:=1; if n>1 then write(’*’) end;
p:=p+4; if vg=1 then begin g:=trunc(sqrt(n)+0.000001);
vg:=0 end;
end;
if n>1 then write(n:1)

end;

Begin
Write(’Ge start- och slutvidrden for tabellen: ’);
read(nst,nsl); writeln;
Writeln(
’ n r sum pi(n-n0+1) diff/sqrt(n) £ n=pqr...’);
Writeln; sn:=0; sum:=0;
for n:=nst to nsl do begin
r:=0; ymin:=trunc(sqrt(n div 2)+0.000001);
if 2*sqr(ymin){n then ymin:=ymin+1l; vx:=0;
for y:=trunc(sqrt(n)+0.000001) downto ymin do begin
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x2:=n-sqr(y); x:=round(sqrt(x2)+0.000001);
if x2=sqr(x) then begin vx:=1;
if (x=0) or (x=y) then r:=r+4 else r:=r+8 end end;
sum:=sum+r; if vx=1 then begin sn:=sn+l; nl:=n-nst+i;
write(n:7,r:4,sum:7,pi*nl1:7:1, (sum-pi*nl)/sqrt(n):12:2);
write(sn/n1:8:2); faktor(m); writeln; end
end

end.

Provkor programmet, och se om Du kan finna nagra lagbunden-
heter i de varden som datorn matar ut. Lampliga testintervall:
(1,400) och (1000, 1200).

Forsok svara pa foljande fragor:

1. Eftersom Lagranges identitet visar, att en produkt av tal, som
vart och ett kan skrivas som summan av tva kvadrater, sjalvt kan
skrivas pa detta satt, kan Du borja med att titta pa, vilka primtal,
som kan skrivas som summan av tva kvadrater. Ledning: Om det
udda talet n = 22 4 y?, sa maste ett av talen = och y vara jaimnt och
det andra talet vara udda. Antag, att det ar z = 22’ som ar jamnt
och y = 2y’ + 1 som #r udda. Vad blir ddz? + y?> mod 4? Kan Du
verifiera detta genom datorkorningar?

2. Trots att primtalen av formen 4k + 3 tydligen inte kan skrivas som
en summa av tva kvadrater, visar datorkérningarna att faktorerna
3,7,11,... ibland forekommer i utskrifterna. Ar det nagot som skil-
jer forekomsten av dessa faktorer i utskrifterna fran forekomsten av
primfaktorer av formen 4k + 17 Kan Du forklara fenomenet?

3. Forsok nu komma underfund med, hur r(n) beror pa antalet
primfaktorer av formen 4k + 1 i talet n. Lampliga testvarden: 5,
65, 1105, 32045 och dessa tal tagna ganger 2, 4 och 8. Prova sedan
multipla primfaktorer. Testa t.ex. talen 65, 325, 1625 och 8125.
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4. Forsok att formulera regler som ger r(n), om primfaktoruppdel-

ningen av n antas kand!

5. Som Du kan se av datorkérningarna, ligger vardet av > r(n) Gver
en cirkelring nara cirkelringens yta. Man kan ocksa uttrycka detta
sa, att den genomsnittliga storleksordningen hos funktionen r(n) ar
= 7, 1 foljande mer precisa formulering:

r(1)+7r2)+...+r(n)

lim = T.
n— oo n

Om Du studerar den kolumn i datorutskriften, dar skillnaden
N
O _r(n)—=N)/VN
1

har skrivits ut, vagar Du kanske gissa nagot om storleksordningen
pa avvikelsen mellan > r(n) och 7N?

6. Undersok nu hur antalet tal, som kan skrivas som en summa
av tva kvadrater, i ett litet intervall kring N andrar sig, nar N
vaxer. Lampliga testintervall: (50,150), (950,1050), (9900,10100),
(99800, 100200) o0.s.v., sa hogt upp som Du kan kéra. (Hur hogt det
gar beror pa vilket virde som maxint i Pascal har i Din dator.)

7. Som Du kan se pa datorutskrifterna, sa avtar medelvardet f for
antalet tal langsamt, nar N vaxer. Kan Du finna nagon lag for hur f
avtar? Ledtrad: Eftersom alla tal, som 6verhuvudtaget kan skrivas
som en summa av tva kvadrater, har med primtalen av formen 4k +1
att gora, kanske det ar den minskade primtalstatheten hogre upp i
talserien, som orsakar att f minskar, nar N okar? Avtar mojligen f

i samma takt som primtalen?

Om Du vill veta mer om detta problem kan Du t.ex. lasa
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