Institutionen for Matematik
KTH

Tentamen i Differential- och Integralkalkyl I, 5B1102, del 2
Tisdagen den 24 april 2001, kI 14.00-19.00

Varje bonuspoang ger 2 poang till tentamensresultatet. Betygs-
granserna for 3, 4 och 5 ar preliminart 32, 48 resp. 62 poéng.
Inga hjalpmedel ar tillatna.

Uppgifter a 4 poang;:

1. Bestdm riktningsderivatan till funktionen f(z,y,z) =
ze®t¥=2% | riktningen (2,0, 1) i punkten (1,3, 1).

2. Bestam de lokala extrempunkterna till funktionen
fl@,y) = a" = 2zy + 2y°
och ange deras karaktar.
3.  Berékna linjeintegralen [(y —sinz)dx + (z — cosy)dy dar
c
C' &r réta linjen fran punkten (2,0) till punkten (0,2).

4. Bestam det storsta och det minsta vardet av funktionen
flx,y) = zy?* i cirkelskivan 2% + 3? < 1.

Uppgifter a 6 poang;:

5. En partikel ror sig lings parabeln y?> = 42 med konstant
fart 2 . Bestdm hastighetsvektorn i punkten (1, —2).

6. Berakna integralen

///wzdxdydz
K

dar K ar tetraedern som bestams av olikheterna x > 0,y > 0,
220, z4+y+2<1.

7. Berdkna arean av den del av ytan 2z = y/x?2+y? dar
0<z<1—19%
1



8. a) Visa att vektorfaltet F(z,y) = (2zIny — 322, %) ar kon-

servativt i halvplanet {(x,y) : y > 0} och bestdm en potentialfunktion
till F . (4p)
b) Berdkna linjeintegralen [(2zlny — 32?)dz + %2 dy dar C ar

c
kurvan = =t,y =1+sint fran (0,1) till (7, 1). (2p)
9. Berakna volymen av den kropp som begrénsas av ytorna

z=2% och z=2—2%—2°%

Uppgifter a 8 poang:

10. Berakna flodet av vektorfaltet

F(x’ y7 Z) - (I7 y7 z)
ut genom den yta som begriansas av hyperboloiden 2% + y? — 22 = 1
och cylindern 2% + ¢y? = 4.

11.  Ar funktionen f(z,y) = zy?e™*¥ begrinsad i omradet
0<x<1l,y>07
12. Antag att
F(z,y,2) = 42® — 2wz +y* — 22

a) Visa att ekvationen F'(z,y, z) = 0 definierar z som en funktion av

x och y i en omgivning till punkten (1,2, —4). (4p)
b) Bestam avstandet fran punkten (1,2, —4) till ndrmaste punkt dar
derivatan 2 &r = 0. (4p)




Losningar till tentamen i Differential- och Integralkalkyl I,
5B1102, del 2, 010424

1. For f(z,y,2) = 2% 4r
gradf(z,y, 2) = (z€" V727 2TV (1 — 22)e" V)
och gradf(1,3,1) = (e2,¢?,—e?) = €*(1,1,—1). Riktningsderivatan

(2,0,1) ¢
=

2. Eftersom D f(z,y) = 423 — 2y och Dyf(z,y) = —2z + 4y,
sa ar (z,y) en kritisk punkt om y = 223 och z = 2y. Da ar z = 423,
dvs. z(42® — 1) = 0. De kritiska punkterna ar (0,0) och (3, 1). Fran
A = Dllf(.ilf,y) = 12I2,B Dmf(:t,y) —2,C Dggf(l' y) =4
foljer, att AC' — B? = 4(122? — 1).
I punkten (0, 0) ar AC' — B? = —4. Punkten &r en sadelpunkt.
I punkten +( ar AC' — B? = 8. Dessa ir lokala min. punkter. .

®

va(1737 1) = gradf(1737 1) U= 62(17 L, _1) )

=

271)

3. Linjens ekvation ar y = —x + 2 och = : 2 — 0. Integralen =
0
/ (2 — 2 —sinx)dr + (v — cos(2 — x))(—dx)
2

0
:/ (2—2 —sinx —x +cos(2 — x))dx
2
= [cosz — 2* + 27 —sin(2 — 7)]) = 1 —sin2 — cos 2.

4. 1) T de kritiska punkterna ar D;f(z,y)
Dyf(z,y) = 2xy = 0. Alla punkter (x,0) dar 0 < z
punkter och f(x,0) = 0.

2) Pacitkeln 22 +y* =1 ar  f(z,y) = g(z) = z(1 — 2%) = 2 — 23,
Derivatan ¢'(z) =1 —32? =0 om z = j:\/ig. I de kritiska punkterna

g(j:\/ig) = +2v/3 och i &ndpunkterna g(—1) = g(1) = 0.

Fran resultaten i 1) och 2) féljer att storsta vérdet av f = 2v/3 och

y?> = 0 och
1

< 1 ar kritiska

minsta vardet = —% 3.

5. Lat r(t) = (x(t),y(t)) = ( ,y(t)). Hastighetsvektorn

r’(t) = (y(t)y/(t),y (t)). Farten |r/(t)| = /XY + 2 = 2. Da &r 42y +

4y'* = 16. Det foljer att y/'(t) = j:\/4— for alla t. Om ty ar en punkt
dér y(ty) = —2, sa ar y'(tp) = \/g' Vi far att r'(ty) = £(—v/2, V2).




6. Lat T vara triangeln: x >0,y > 0,z +y < 1.

///K:Uzdzdydx: //T(/Ol_r_yiwdz)d-%dy
:/yTgu—x—yVmwy:%A%Ahwﬂl—x—yﬂwﬂw

L[ et g = § [ ety
=— [ z[1l—2— r=— [ z(l—2x)dx
6 0 ) y=0 6 0

1 1
——/ (z — 32 + 3% — 2" )do = —.
6/, 1

7. Areandr [[ dS, dar

)2 dady = /2 dxdy.

dS = 1+ ()2 + (——
Vit ey

foas= ] mm=va ]

3
—va [ 0y M[y—y—]a:i
3 3
8 a) Om F = grad u, s& ar Dyu = —32? + 2xlny. Genom
integration far viu(z,y) = —23+2% Iny+g(y). Da ar Dyu = %—i—g’(y) =
’”—;. Det foljer att ¢'(y) = 0 och g(y) = C. Eftersom funktionen

u(z,y) = —2% + 2% Iny + C uppfyller villkoret F = grad u, sa ar F
konservativt och u(x,y) = —2® + z%Iny &r en potential till F.

b) [(2zlny — 32?) dx + %dyzuml) —u(0,1) = =n°.
C

9. Fran ekvationen 22 = 2 — 22 — 2y? far vi skirningskurvans
projektion i zy -planet; den dr z? + y*> = 1. Eftersom ytan z = 2 —
2% — 2y? ar ovanfor ytan z = 22, ar volymen

V:// 2(1 — 2% — y*) dx dy.
r24+y2<1
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10. Med hjalp av divergenssatsen far vi

//SF~ndS:///K dideV:3///KdV.

dar K ar kroppen som begransas av hyperboloiden och cylindern.
Den bestams av olikheterna

V1< < Va2 2 -1, 1 <2y <4

Integralen
2 2
26// \/x2+y2—1dxdy:6/ / Vr2 —1rdrdp
1<z2+4y2<4 1 Jo
1
= 12n[3(* ~ 1)2)? = 127V/3.

11. Pa en stricka y =0, 0 < ax <1 (dirb > 1) antar
funktionen f(z,b) = g(x) = b*xe " ett storsta virde. Derivatan
g'(z) = b*(1 — bx)e ™ och ¢'(x) = 0 om z = 3. I punkten (3,b) ar
f(%,b) = L. Det storsta virdet som f antar pa strickan ar > 2. Det
foljer att f inte &r begransad i omradet 0 <z <1,y > 0.

12. a) Eftersom D3F(z,y,z) = —2x — 2z och D3F (1,2, —4) =
6 # 0, definierar ekvationen F(z,y,z) =0 2z som en funktion av x och
y 1 en omgivning av punkten (1,2) enligt implicitfunktionssatsen.

b) Vi skall bestdmma avstandet mellan punkten (1,2, —4) och planet

x + 2z = 0. Vi bestammer de kritiska punkterna till funktionen
h(z,y) = (1 —x)>+ (2 — y)? + (x — 4)® . De partiella derivatorna
till h &r Dy(h) = 4o — 10 och Dy(h) = 2(y — 2). h har en kri-
tisk punkt: (5/2,2). Denna &r en absolut minimipunkt. Avstandet ar
VRS, 2) = 22
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