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ANGE GRUPPNUMMER ELLER LARARENS NAMN PA OMSLAGET !

1. Bestam konstanten a sa att funktionen z = (3x —2y)f(x + ay) satisfierar ekvationen
2z3+3zy,=0, da f &ren godtycklig, deriverbar funktion av en variabel.

2. Visa att ekvationen x3 + y3 + z3 + xz + 5y = 9 i narheten av punkten (1,1) definierar
precis en funktion z =z(x,y) sadan att z(1,1) = 1. Berakna riktningsderivatan z{(1,1) i

riktning av vektorn v = (4,3).

3. Berdkna dubbelintegralen ﬂ'% dxdy o6ver det andliga omradet som begransas av lin-
y
D

jerna y=x, y=0 och x=1.
4. Bestam samtliga lokala maxima och minima till funktionen f(x,y) = x3 + 3x2 — 6xy + y2.
5. Bestam storsta och minsta vardet av f(x,y) = 2x3 —xy? i omradet x2+y2<9.

6. Berdkna flodet av faltet F = (x,y,z) genom ytan z =1+2x+3y, 0<x<2, 0<y<X.
Enhetsnormalen till ytan har positiv z—komponent.

7. Lat S; och S, varaytorna z =8—-x2+y2och z =x2+ 3y2.
a. Beréakna volymen av den kropp som begrdnsas av S; och S,.

b. Vektorfaltet F = (xy +z,y —y?, x + yz) beskriver ett flode genom den kropp som be-
gransas av ytorna S; och S,. Berdkna det totala flodet ut fr&n kroppen.
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10.

11.

12.

Lat F = (xy?, yz?, zx?). Ange vilka av foljande uttryck som har mening och berdkna
dem: div rotF, rotdivF, gradrotrotF, grad grad divF.

Betrakta vektorfaltet F = (3x2 + vy, 3y2 + Xx).
a. Visaatt F &r konservativt i xy—planet.

b. Bestam en potential till F.

c. Berakna linjeintegralen J'(3x2 +vy)dx + (3y2 + x)dy da I gar fran (0,0) till (1, 2)
r

langs kurvan 2x2 - xy +2x —y =0.

En partikel fardas i planet sa att dess acceleration vid tiden t ar a(t) =

0,10

0"\
Partikelns hastighet vid tiden t=1 ar v(1) = (0,2). Hur lang bana genomléper partikeln
under tidsintervallet 1 <t<3?

Undersék om helaytan z= y —2x + V20 - 3x2—-y2? ligger p&d samma sidan av planet
z =X+ 2y-13.

Den maximala arean for en triangel vars horn ligger pa en cirkel antas for en liksidig
triangel. Vilken ar den maximala arean av en triangel vars horn ligger pé ellipsen
a?x2+b2y2=17?

Lycka till!
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Ldsningsforslag till tentamensskrivningen i Diff- och int., 5B1102, del 2, 2000-08-30.

1.

Sétt t=x +ay. Vi har z =(3x —2y)f(1),

z, = 3f () + (3x = 2y)f (Ot = 3f () + (3x — 2y)f () och

zy=-2f() + (3x = 2y)f (O, = -2 (1) + a(3x — 2y)f'(t) vilket ger

225, +32,=(2+3a)Bx-2)f () =0 -~ a=-2/3. |Svar: a=-2/3]

Funktionen g(x,y,z) =x3+y3+2z3+xz+5y — 9 har kontinuerliga partiella derivator i en
omgivning av punkten (1,1,1). Vi har g, =3z2+ 1z, ¢g(1,1,1)=0 och g;(1,1,1) # 0 vilket vi-
sar att ekvationen x3+y3+ z3+ xz + 5y =9 definierar i narheten av punkten (1,1) precis
en deriverbar funktion z = z(x,y) sadan att z(1,1) = 1.

Implicit deriveringav x3+y3+z3+xz+5y =9 mapxrespy ger 3x2+3z2z;+z + xz;=0
resp 3y2+3z2z) + xzy+ 5 = 0. Inséttningen av (x,y,z) = (1,1,1) ger z4(1,1)=-1, z(1,1) = -2

och vi far z{(1,1) = (-1,-2) - (4,3)N42 +32= -2,
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Ofy=3x2+6x -6y =0
f(x,y) =x3+3x2-6xy +y2 [0 Sf;=2y—6x=0 = (0,0) eller (4,12).
A=f,=6x+6, B=f =-6, C=f,=2.
| punkten (4,12) fas AC-B2=24>0 0O extrempunkt, A=30>0 O minimipunkt.

I punkten (0,0) fas AC-B2=-24<0 0O sadelpunkt. ‘Svar: lokal minimum i (4,12).‘

Eftersom f(x,y)=2x3—-xy?2 ar kontinuerlig och den tillatna mangden x2 + y2< 9 ar slu-
ten och begransad s& antar f bade ett stérsta och ett minsta varde i mangden. Detta sker
antingen i en inre kritisk punkt eller i en kritisk punkt pa randen. (Nagra singulara
punkter finns inte.)

Inre punkter: Dessa fas ur ekvsystemet f; = 6x?-y2=0, f,=-2xy = 0. Vi far punkten (0,0).
Randen: x2+y2=9 - y2=9-x2, [|x|<3.Man har f(x,y)=2x3-x(9 —x2) =3x3-9x = h(x)
och urekv h'(x)=9x2—-9=0 farvi x = +1 svarande mot punkterna (1,1\/5), (—1,1\/?3).

Sammanfattningsvis far vi punkterna (0,0), (1,1\/?3), (—1,1\/?3) samt punkterna (3,0)
svarande mot andpunlkterna pd pa intervallet |x|< 3. | dessa punkter antar f vardena O,

-6, 6, 54 och -54 allts& ‘ Svar: Storsta vardet = 54, minsta véardet = —54.\

Flodet ges av HF NdS, dar F=(x,y,z), S arytan z=1+2x+3y, 0<x<2, 0<y<X
S

och NdS =+ (-z, -z, 1)dx dy = (-2,-3,1)dx dy. Projektionen D av S pa xy-planet ges av

0<x<2 0<sy<x

F-AdS = [[(xy.1+2x+3y) - (-2-3,1) dxdy = [[ dxdy = D=2 Svar: 2.
IS]’ A gxy y xdy ‘g xdy = arean av var

7a.

7b.

. ) 0z =8-x2+y?
Ytorna skar varandra langs kurvan [ ) )
0z = X%+ 3y

genom att eliminera z ur systemet vilket ger x2 + 3y2=8 - x2+y2, dvs en cirkel med
ekvationen x2+y2=4.0m D betecknar omradet inom cirkeln, far vi

\Y =II (8 = x2 + y2—x2 — 3y?) dxdy = ZII (4 — x2 —y?) dxdy = {polara koordinater, G:0<r < 2,
D D

. Kurvans projektion i xy-planet fas

2 21 2

Osvs<2m}= 2J]'(4— r2)r drdv = 2I(4r—r2) dr J'dv :4HI(4F—I’2) dr = 16m
G 0 0 0

Om S betecknar den totala begréansningsytan och N &r den ut ur kroppen K riktade en-
hetsnormalen s& har vi



Flédet ut ur kroppen ﬂ' F - N dS = { divergenssatsen } = JI[ div F dxdydz = Iﬂ'dxdydz =
5 K K

=volymen av K ={enligt 7a} = 16Tt
8. rotF=0xF=(-2yz,-2xz,-2xy), divrotF =0 -rotF = 0 (vilket galler for godtyckliga,
kontinuerligt deriverbara F).
divF ar enskalar O rotdivF ej definierad.
rotrotF &ar en vektor O gradrotrotF ej definierad.
grad divF ar en vektor 0O grad grad divF ej definierad. \Svar: divrot F = 0.
9a. Vi har P(x,y) = 3x2+y, Q(x,y) =3y2+ x, P;=1= Q) ochinga singulara punkter O vek-
torfaltet ar konservativt i xy—planet.
9b. Vi soker en funktion U(x,y) sadan att gradU= (3x2 + vy, 3y2 + x) dvs
OU,=3x2 +y U, =3x2 + y medfor att U= x3+ xy + f(y). Derivering ger U =x +f}
BL{F Y2 + x samtidigt som U, =3y2 + x. Jamforelse av de bada uttrycken ger f;=3y?2
dvs f(y)=y3+C och U=x3+xy+y3+C
9c. Enligt 9ab kan I ersattas med en godtycklig annan vag fran (0,0) till (1,2) och linjein-
tegralens varde ar U(1,2) — U(0,0) = 11. ‘ Svar: U= x3+xy +y3+ C. Integralen = 11.
10. Accelerationen a(t) = %i\;_% O hastigheten v(t) = J’ a(t) dt= (t+ C, nt + C, ). Vi har
t
v(l)=(1+C,,2+C,)=(0,2), vilketger C;=-1 och C, =0, alltsd v(t) = (t -1, 2\/_’[ ). Den
aktuella kurvans baglangd ges av
3 3 3 3
[voldt= [\/(t—1)2+ V2 dt:I\/t2+ 2t+1dt=[(t+1)dt=6.
1 1 1 1
11. Ytan z; =y — 2x + V20—3x2—y2 ligger p& ena sidan av planet z, = x + 2y — 13 o
z, — z,; har konstant tecken. Sok det stdrsta och det minsta vardet av den kontinuerliga
funktionen f(x,y) =z, —z;=3x +y—-13-V20-3x2 - y2 pé&ellipsskivan 3x2 + y2 < 20.
Inre punkter (20 — 3x2 — y2 > 0):
0=f =3+ 3x Ur f;-3f;=0 fa&r man y = x vilket insatt i ekva-
- X = - - .
] V20 -3x2 — y2 tionen f, =0 ger (x,y) = (-2,—-2). | denna punkt ar
, y f(-2,-2) <0.
|:|0 =fy=1+
V20 -3x2 - y2
2 2 - - : . _ 20 _ ,\/_ .
Rand (3x? + y2 — 20 = 0): Parametrisering x = 3 cost y =V20sint 0<t<2m ger
f(xy) = \/&)cost+ \/Z)sint— 13 <\/6_0 +\/§)—13<0.
Sammanfattning: Det storsta vardet antas antingen i punkten (-2,-2) (dar f &ar < 0) eller
pé& randen (dar f ar < 0) allts&d f(x,y) <0 for alla (x,y).
12. Lat T vara en sadan triangel. Vi byter koordinatsystem i xy—planet genom att satta u = ax

och v =by. Funktionerna u och v ar linjara varfor triangeln T avbildas pa en triangel,
sdg S. Ellipsen a2x2+ b2y2 =1 deformeras till cirkeln u2+v2=1. Vi har

arean av S =J'J'dudv =IJ' |detM | dxdy =II ab dxdy =ab - areanav T
S T T
3\/3

d(x,y)
3V/3 .
—b . Svar: b

dvs. maximala arean av T = (maximala arean av S)/ab =




