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1. Lat f(z,y.2) =23 +y> + 23+ 22+ 5y — 9. f(1,1,1) = 0 och eftersom % =
322 + 2 = 4 # 0 i punkten (1,1,1) definierar ekvationen z som en entydigt
bestdmd funktion av x och y enligt implicita funktionssatsen. Differentiering

ger (322 + 2)dx + (3y? + 5)dy + (322 + z)dz = 0, dvs dz = —%dx -

gg;iidy = —1dx — 2dy i punkten (1,1), alltsd ar 2;(1,1) = —1 och 2, (1,1) =

—2. Riktningsderivatan ar nu 2z, = (—1,—2) - \/% = —2. m

fr =32 4+6x—6y=0
fy=2y—6x=0
eller (4,12). I punkten (0,0) fas f2 f/ — (f¥)? = —24 < 0 = sadelpunkt. I

2. Lat f(z,y) = 2®+32% — 62y + 9% { & (z,9) = (0,0)

punkten (4,12) géller f,/, f," — ( ;’y)2 = 24 > 0 = extrempunkt, och f!/ =

30 > 0 = minimipunkt. | Svar: lokalt minimum i (4, 12)

3. Eftersom f(z,y) = 22% — xy? &r kontinuerlig och den tillitna méngden z2 +
y?> < 9 &r sluten och begrinsad sa antar f bade ett storsta och ett minsta
varde i mangden. Detta sker antingen i en inre kritisk punkt eller i en kritisk
punkt pa randen (nagra singuléra punkter finns inte.)

Inre punkter: Dessa fas ur ekvationssystemet f, = 6x%—y? = 0, fz// = 2zy =
0. Vi far punkten (0,0).

Randen: 22 + ¢y = 9 & y? = 9 — 22, |2| < 3. Vi siitter in detta i uttrycket
for f: f(z,y) = 2 —a® —2(9 — 22) = 32° — 9z = h(z) och ur ekvatio-
nen 0 = h/(z) = 922 — 9 far vi x = +1 svarande mot punkterna (1,++/8),
(—1,4+/8). Sammanfattningsvis far vi punkterna (0,0), (1,+v/8), (=1, +V/8)
samt punkterna (£3,0) svarande mot &ndpunkterna pa intervallet || < 3.1
dessa punkter antar f vardena 0, —6, 6, 54 och —b4.; alltsa

Svar: Storsta vardet = 54, minsta vardet = —54.

2 =8 — a2 +9?
z =12+ 3y?
xy-planet fas genom att eliminera z ur systemet, vilket ger z2 4+ y? = 4, dvs.
en cirkel med centrum i origo och radien 2.

4. Ytorna skar varandra langs kurvan { . Kurvans projektion pa



7a)

7b)

a) Om D betecknar omradet inom cirkeln far vi volymen = / / (8 — 2 +
D
y? — 2% — 3y?) dedy = 2 // (4 — 2* — y*)dzdy = [polira koordinater] =
D

2
2 [[ e - arav=an [ ar %) ar = 165

0<v<27 0

b) Lat S vara S;USs och N den utatriktade enhensnormalen. / / F-NdS =
S

/// divF dxdydz = /// ldzxdydz = volymen av V = 167 enligt a).
1% 1%

c) LatN = (n1,n9,n3) vara enhetsnormalen till S; med positiv z-komponent.

j{G dr—// rot G (7 NdS—// (0,0,1) NdS—// n3dS =
Sl S1 Sl

// 1dzdy = D:s area = 4.
D

. Taylorutveckling: sint = t + h(¢)t® dar h(t) dr en begrinsad funktion i

de

nirheten av t = 0, alltsd, med ¢ = h(t)t, sint = ¢ + et? dir e — 0 da
t — 0. Alltsa géller att f(z,y) =1+ecx+ey = f(0,0) +ex +cy dire — 0
da (z,y) — (0,0). Detta visar att f,(0,0) = f,(0,0) = 0 och att f &r differ-

entierbar i origo.

. Vi parametriserar v genom x = —cost, y = 2sint, 0 <t < 7.

/(2x—y+1)dx+(m+3y+2)dy

-

:/ [(—2cost — 2sint + 1)sint + (— cost + 6sint + 2)2 cost] dt
0

:/ (10sintcost +4cost +sint — 2)dt = [58i112t—48int—cost—215};r
0

:2—27r.|Svar: 2—27T.|

Vi provar att hitta en potentialfunktion f(z,y,z2). f. = zy —sinz =

f(x,y,2) = $a%y—wsinz+¢(y, z). Nuger f, = 3224 ze¥ att 22 +¢), (y,2) =
12?4 ze¥ = P(y,2) = ze¥ +¢(2) = f(z,y,2) = 322y — wsinz + ze¥ + ¢(z).
Slutligen ger nu f, = e¥ —x cos z—sin z att —xz cos z+e¥+1'(z) = €Y —x cos z—
sinz = (z) = cos z + konstant = f(z,y,2) = 32%y — xsinz + ze¥ + cos z +
konstant. Vi véljer konstanten = 0 och kontrollerar att for f(x,y, z) = %xzy—

xsinz + ze¥ + cos z giller att grad f =F. Alltsa #r vektorfiltet konservativt,

och vi har hittat en potentialfunktion f.|Svar: %:L’Qy —xsinz + ze¥ 4 cos 2.

Eftersom det finns en potentialfunktion till faltet ar integralen oberoende av

integrationsvig, och = f(1,2,7) — £(0,0,0) = me? — 1. | Svar: me? — 1.




8.

9.

10.

Se bokan (Adams, 4:e upplagan), ex.2 kap 13:5. | Svar: In(y/z).

Vi har partikelns hastighet vid tiden ¢ 9(t) = (t + ¢1,2V/t + ¢2) for nagra
konstanter c;, co. Eftersom ©(1) = (0,2) dr v(t) = (t — 1,2/t). Den aktuella

3
kurvans langd ges av/ |o|dt = / \/ t—1)2+ (2Vt)2dt = / (t+1)dt = 6.
1

Geometriskt kan vi tdnka oss att vi lutar pa ellipsen och projicerar pa ett
plan sa att projektionen blir en cirkel, osv. Analytiskt gor vi sa att vi tanjer
ut (eller trycker ihop) den ena axelriktningen: sétt u = (a/b)z, v = y Da ar

for varje yta S i xy-planet arean av § = // dudv = //

// (a/b)dxdy = (a/b)-arean av S’, dar S’ ar bilden av S i uv-planet. Efter-

som avbildningen fran xy- till uv-planet &r linjar (det ar bara en skalférandring
av z-axeln) blir bilden av en triangel en ny triangel — rita linjer avbildas pa
rita linjer. Ellipsen avbildas pa cirkeln u? 4+ v? = 1/b%. Den storsta triange-
larean erhalles da bilden i uv planet ar en liksidig triangel, och da &ar arean

?:l*bc och triangelns pa ellipsen area (i zy-planet) 2 S\bG %. Svar: %3.




