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1. L̊at f(x, y.z) = x3 + y3 + z3 + xz + 5y − 9. f(1, 1, 1) = 0 och eftersom ∂f
∂z =

3z2 + x = 4 6= 0 i punkten (1, 1, 1) definierar ekvationen z som en entydigt
bestämd funktion av x och y enligt implicita funktionssatsen. Differentiering
ger (3x2 + z)dx + (3y2 + 5)dy + (3z2 + x)dz = 0, dvs dz = − 3x2+z

3z2+xdx −
3y2+5
3z2+xdy = −1dx− 2dy i punkten (1, 1), allts̊a är z′x(1, 1) = −1 och z′y(1, 1) =

−2. Riktningsderivatan är nu z′v̄ = (−1,−2) · (4,3)√
42+32 = −2. Svar: −2.

2. L̊at f(x, y) = x3 +3x2−6xy+y2.

{
f ′x = 3x2 + 6x− 6y = 0
f ′y = 2y − 6x = 0 ⇔ (x, y) = (0, 0)

eller (4, 12). I punkten (0, 0) f̊as f ′′xxf ′′yy − (f ′′xy)2 = −24 < 0 ⇒ sadelpunkt. I
punkten (4, 12) gäller f ′′xxf ′′yy − (f ′′xy)2 = 24 > 0 ⇒ extrempunkt, och f ′′xx =

30 > 0 ⇒ minimipunkt. Svar: lokalt minimum i (4, 12)

3. Eftersom f(x, y) = 2x3 − xy2 är kontinuerlig och den till̊atna mängden x2 +
y2 ≤ 9 är sluten och begränsad s̊a antar f b̊ade ett största och ett minsta
värde i mängden. Detta sker antingen i en inre kritisk punkt eller i en kritisk
punkt p̊a randen (n̊agra singulära punkter finns inte.)
Inre punkter: Dessa f̊as ur ekvationssystemet f ′x = 6x2−y2 = 0, f ′y = −2xy =
0. Vi f̊ar punkten (0, 0).
Randen: x2 + y2 = 9 ⇔ y2 = 9 − x2, |x| ≤ 3. Vi sätter in detta i uttrycket

för f : f(x, y) = 2 − x3 − x(9 − x2) = 3x3 − 9x
def= h(x) och ur ekvatio-

nen 0 = h′(x) = 9x2 − 9 f̊ar vi x = ±1 svarande mot punkterna (1,±√8),
(−1,±√8). Sammanfattningsvis f̊ar vi punkterna (0, 0), (1,±√8), (−1,±√8)
samt punkterna (±3, 0) svarande mot ändpunkterna p̊a intervallet |x| ≤ 3. I
dessa punkter antar f värdena 0, −6, 6, 54 och −54.; allts̊a

Svar: Största värdet = 54, minsta värdet = −54.

4. Ytorna skär varandra längs kurvan
{

z = 8− x2 + y2

z = x2 + 3y2 . Kurvans projektion p̊a

xy-planet f̊as genom att eliminera z ur systemet, vilket ger x2 + y2 = 4, dvs.
en cirkel med centrum i origo och radien 2.



a) Om D betecknar omr̊adet inom cirkeln f̊ar vi volymen =
∫∫

D
(8 − x2 +

y2 − x2 − 3y2) dxdy = 2
∫∫

D
(4− x2 − y2) dxdy = [polära koordinater] =

2
∫∫

0≤r≤2
0≤v≤2π

(4− r2)r drdv = 4π

∫ 2

0

(4r − r3) dr = 16π. Svar: 16π.

b) L̊at S vara S1∪S2 och N den ut̊atriktade enhensnormalen.
∫∫

S

F ·NdS =
∫∫∫

V

divFdxdydz =
∫∫∫

V

1 dxdydz = volymen av V = 16π enligt a).

Svar: 16π.

c) L̊atN = (n1, n2, n3) vara enhetsnormalen till S1 med positiv z-komponent.∮

γ

G(r̄) · dr̄ =
∫∫

S1

rotG(r̄) ·N dS =
∫∫

S1

(0, 0, 1) ·N dS =
∫∫

S1

n3 dS =
∫∫

D
1 dxdy = D:s area = 4π. Svar: 4π.

5. Taylorutveckling: sin t = t + h(t)t3 där h(t) är en begränsad funktion i

närheten av t = 0, allts̊a, med ε
def= h(t)t, sin t = t + εt2 där ε → 0 d̊a

t → 0. Allts̊a gäller att f(x, y) = 1 + εx + εy = f(0, 0) + εx + εy där ε → 0
d̊a (x, y) → (0, 0). Detta visar att f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0 och att f är differ-
entierbar i origo.

6. Vi parametriserar γ genom x = − cos t, y = 2 sin t, 0 ≤ t ≤ π.∫

γ

(2x− y + 1) dx + (x + 3y + 2) dy

=
∫ π

0

[
(−2 cos t− 2 sin t + 1) sin t + (− cos t + 6 sin t + 2)2 cos t

]
dt

=
∫ π

0

(10 sin t cos t + 4 cos t + sin t− 2) dt =
[
5 sin2 t− 4 sin t− cos t− 2t

]π

0

= 2− 2π. Svar: 2− 2π.

7a) Vi prövar att hitta en potentialfunktion f(x, y, z). f ′x = xy − sin z ⇒
f(x, y, z) = 1

2x2y−x sin z+φ(y, z). Nu ger f ′y = 1
2x2+zey att 1

2x2+φ′y(y, z) =
1
2x2 + zey ⇒ φ(y, z) = zey + ψ(z) ⇒ f(x, y, z) = 1

2x2y − x sin z + zey + ψ(z).
Slutligen ger nu f ′z = ey−x cos z−sin z att −x cos z+ey+ψ′(z) = ey−x cos z−
sin z ⇒ ψ(z) = cos z + konstant ⇒ f(x, y, z) = 1

2x2y − x sin z + zey + cos z +
konstant. Vi väljer konstanten = 0 och kontrollerar att för f(x, y, z) = 1

2x2y−
x sin z + zey + cos z gäller att grad f =F . Allts̊a är vektorfältet konservativt,

och vi har hittat en potentialfunktion f. Svar: 1
2x2y − x sin z + zey + cos z.

7b) Eftersom det finns en potentialfunktion till fältet är integralen oberoende av

integrationsväg, och = f(1, 2, π)− f(0, 0, 0) = πe2 − 1. Svar: πe2 − 1.



8. Se bokan (Adams, 4:e upplagan), ex.2 kap 13:5. Svar: ln(y/x).

9. Vi har partikelns hastighet vid tiden t v̄(t) = (t + c1, 2
√

t + c2) för n̊agra
konstanter c1, c2. Eftersom v̄(1) = (0, 2) är v(t) = (t− 1, 2

√
t). Den aktuella

kurvans längd ges av
∫ 3

1

|v̄|dt =
∫ 3

1

√
(t− 1)2 + (2

√
t)2 dt =

∫ 3

1

(t+1)dt = 6.

Svar: 6.

10. Geometriskt kan vi tänka oss att vi lutar p̊a ellipsen och projicerar p̊a ett
plan s̊a att projektionen blir en cirkel, osv. Analytiskt gör vi s̊a att vi tänjer
ut (eller trycker ihop) den ena axelriktningen: sätt u = (a/b)x, v = y. D̊a är

för varje yta S i xy-planet arean av S =
∫∫

S

dudv =
∫∫

S′

∣∣∣∣
d(u, v)
d(x, y)

∣∣∣∣ dxdy =
∫∫

S′
(a/b) dxdy = (a/b) ·arean av S′, där S′ är bilden av S i uv-planet. Efter-

som avbildningen fr̊an xy- till uv-planet är linjär (det är bara en skalförändring
av x-axeln) blir bilden av en triangel en ny triangel – räta linjer avbildas p̊a
räta linjer. Ellipsen avbildas p̊a cirkeln u2 + v2 = 1/b2. Den största triange-
larean erh̊alles d̊a bilden i uv planet är en liksidig triangel, och d̊a är arean
3
√

3
4b2 och triangelns p̊a ellipsen area (i xy-planet) b

a
3
√

3
4b2 = 3

√
3

4ab . Svar: 3
√

3
4ab.


