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Tal 1. Lat f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y), dir u = Re f och v = Im f.
Cauchy-Riemanns ekvationer ger

v =ul, = —2e¥sin2r+1 = ov(x,y) = —e?sin2zx +y+ h(x)

w, = 2e* cos2r = —v), = 2€* cos2x — h'(zx) = h(z) =k,

dar £ ar en reell konstant. Darfor
f(x+iy) = e® cos 2z + x + i(—e* sin 22 +y + k)

= e%(cos 2z — isin2z) + (z + iy) + ik = e®e 2" + 2 + ik,
Villkoren f(0) =1 ger k = 0.
Svar: f(z) = e %% + 2.

Tal 2. Lat S = {x € R : —oo <z < —1} och betrakta doménen 2 = C\ S.
Pa Q #r 27/? en-entydig och analytisk funktion.
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Svar: f'(—in?/2) = Lcosh 5 + L cosh .

Tal 3. Vi anvander den valkdnda serien
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Svar: f(2) = L ez~ 2)"

dar

e =3(-1)"" n=-1,-2-3,...
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Vi anvindar substitutionen z = €%, dt = %%

1—1/ 1 dz_l/ 24z
o |z|=1a+%(z—|—z*1) P ‘Z|:122+2a2—|—1'




Funktionen 2? + 2az + 1 har tva nollstéllen z;5 = —a &+ v/a? — 1 och p.g.a.
a > 1, bara z; = —a + va? — 1 ligger innanfor |z| = 1.

Residusatsen ger att
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Svar: [ = =—=.

Tal 5.
a. Ekvationen ze® * = 1 &r ekvivalent till ekvationen f(z) = z —e*7® = 0.
Lat g(z) = z och h(z) = —e*~®. Pa cirkeln |z| = 1 har vi

lg(2)| = |z| =1, |h(z)| =le*le* <ee <1, a>1

Rouches sats ger da f(z) har lika manga nollstéllen som g(z) innanfor cirkeln
|z| = 1, dvs ett nollstélle.
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Svar a: Ekvationen ze® * = 1 har ett nollstélle innanfor |z| = 1.

b. Betrakta halvcirkeln med radie R som ligger i vanstra halvplanet Cgr
Yr+ Ig, ddr yg = {2z : 2| = R,Rez < 0} och I = {z : Rez =0, —R
Im z < R}. Pa yg har vi
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o) =2t rizt2=2(1+ 1; +§> — 501+ p(2)).

Detta ger att arg (2°(1 + p(2))) = Sarg z + arg (1 + p(z)) och dérfor

limg oo A, f(2) = 5.

Lings Ig har vi f(iy) = —y+2+iy(y* + 1) =u+iv. u(y) =0 =y = 2,
v(y) =0=y=0.
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Detta ger att limp o, A arg (f(z)) = m. Saledes lim, o, Acparg (f(2)) =
om.

Svar b: Funktionen 2°+(1+4)z+2 har 3 nollstéllen i den vénstra halvplanet.

— 00, da y— oo.



Tal 6. Lat ¢t > 0 forst. Vi integrerar f(z) = % runt ovre halvcirkeln
Ilr=Cr+Ig, dirCr={z=z+iy : 2> +y* =R,y >0}, [ = {z =
x+iy : y=0,—R <z < R}. Funktionen f har en pol av ordning 2 i
punkten z = ¢ som ligger innanfor I'g.

Residusatsen ger att
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P.g.a. sin(tz) ar en udda funktion

, R °° cos(tx) T .
]%gr;o/_Rf(x)dx:/_oomdxzi(t—i-l)e :

Integralen har samma virdet om man byter ¢ mot —t for att cos(tx) =
cos(—tx).

Svar: [~ ((;(;Sff))z, dz = Z(|t| + 1)e!" for alla reella ¢.

Tal 7. Om |¢| = R da |f(¢)] < M och har vi ocksa att | — z| > || — |2] =
R — |z|, da |z| < R. Vi anvéindar generaliserade Couchys integralformeln
nl f(¢)
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