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1. Konvergenscentrum fas dar téljaren blir noll, dvs da x = 0.

Satt ap, = g—: Konvergensradien R kan bestdmmas ur sambandet

1 1 Ap+1 T n + 1 3 2" . .
E—nh_)ngo\ o, \—nlggo( - ) o =1/2,dvs R=2.
Intervallets dndpunkter undersoks explicit:
= nd(=2)"
T = —2 ger serien Z BETEE vilken divergerar eftersom termerna inte gar mot noll.
n=1
. =) . .
T = 2 ger serien Z om vilken ocksd divergerar, av samma anledning.

n=1

2. T z-led har vi tv& begransningsytor z = z(z,y), ndmligen z = 0 och z = zy. Dessa ytor skir
varandra for £ = 0 och y = 0. De fyra “fickor” som bildas mellan dessa tva ytor for de
respektive kvadranterna i xy-planet ar alla obegréinsade med oéndlig volym. En &ndlig kropp
kan fas om ett omrade begrénsas utat av ytterligare villkor. Planet y = = delar “fickorna” i
forsta och tredje kvadranterna i vardera tva lika delar, men delarna &r forfarande
obegrinsade. Planet z = 1 delar en av de “halva fickorna” i férsta kvadranten i en begrinsad
del och en obegriansad. Alla andra delar &r fortfarande obegrinsade.

Ovanstaende resonemang ger att volymen som skall beréknas kéinnetecknas av att
0<z<zy,0<y<zoch0<z <1

Volymen V blir

1 T Ty 1 T 1 .’E3
V:/ / dacdydz:/ / xydxdy:/ —dz=1/8
z=0 Jy=0 J2=0 z=0 Jy=0 z=0 2

T =acosp

y=bsing dér ¢ gar fran

3. a) Parametrisera med vinkeln ¢ i polidra koordinater. Anvind {

0 till 27r. D& fas dy = b cos ¢ dy, och

27 2T
/ zdy = / (a cosgp) (b cospdp) = ab/ cos? ¢ dp = mab.
OF =0 0

b) Greens sats ger

/ zdy = // dz dy = {arean av E} = mab.
OE E



4. Parametriseringen ger r(u,v) = (u

0
2 w?, 2uv,u) , vilket ger T _ (2u, 2v,u) och

5 ou
a_z = (—2v,2u,0).
€y e, e,
or O _low 2w 1 = (—2u, —2v, 4(u?® + v?))
Ju Ov
—2v 2u O

z-komponenten 4(u? + v2) #r alltid positiv, d.v.s minustecknet skall viiljas framfor integralen
for att normalen skall bli rédtt riktad.

Vektorfiltet F blir F(u,v) = (2uv, —u, 1)

Allt detta insatt i integralen ger

// F . -fdo = —// (2uv, —u, 1) - (—2u, —2v, 4(u? + v?)) dudv =
S 7

2 4
= —/ / (—4u’v + 2uv + 4(u? +v?)) dudv = ... = —96
u=0 Jv=0

. Anvind nablardkning:
rotv =V X (w x7) ={w ar konstant} =V, X (w xr) =w(V,-7) — (w-V,)r =

_w(i.’ﬂ—Fg +gz)—(w£+w£+w£)(:ﬂ 2) = 3w —w = 2w
oz Byy 0z Yoz Yoy “0z ¥, 2) = N

. Den skaldra potentialen U bestdms ur vektorekvationen

1 1
A = grad U = {sfariska koordinater} = Ba_U e, + — aa—g ep + T eind (';_U €e,.
r T r sinf Op

Detta ger tre ekvationer:
ou

]?—:AT-:Sing (1)

T

;a—ZIAg:COSG (2)
? (9_U_A _ _ sing (3)

rsinf 0p ¥ rsin@

Integration av ekv (1) med avseende pa r ger
U(r,0,p) = sinb + f(6, 9), (4)
dér f ar en godtycklig funktion av € och ¢.

s ) 1 0 B 0 B
Inséttning av (4) i (2) ger ;(r cos 6 + %f(ﬂ, ©)) = cosf, d.v.s. 2 (@,¢p) =0.

Integration av detta m.a.p. 6 ger f(0,¢) = g(¢), d.v.s. f beror inte pa  utan bara pa ¢.
Detta sétts in i (4) och ger

U(r,0,9) =7 sinf + g(y), (5)

1 9 sin @ - .
rsind g (p) = T e’ d.v.s g(p) = cosp + C, dir C dr en

konstant. Eftersom vi bara soker en potential kan vi vilja C' = 0, och vi far

Insdttning av (5) i (3) ger nu

U(r,0,) =1 sinf + cos ¢,

som alltsd &r en skaldr potential till A.



7. Vi anvander en variant av Gauss’ sats och far

—// pﬁda:—/// gradpdV
4B B

4
—l///(OJL—l)dVEZ(&O,Hﬂ)z(OAL7§-3%:=36wép
B
8. De ritta alternativen &r, uppriaknade i ordning: 1), 3), 2), 3), 1), 1), 1), 2), 3).

9. a) Om L &r en sluten kurva som ej omsluter z-axeln s kan man hitta ett enkelt
sammanhéngande omrade som innehéller kurvan och som inte skér z-axeln. I detta omrade
kan man ldgga en (orienterad) yta S vars rand &r L. (Dessa intuitiva pastdenden dr egentligen
inte sjalvklara och det dr ganska svért att skriva ned rigordsa bevis.)

?{A-dr://rotA-ﬁda.
L S

Berdkning av rot A i cylinderkoordinater ger

Stokes’ sats ger nu

1 R . 0 sin @ d cosp., .
rotA=—-[0-&,+0-pé,+(=—(p- — (= é,
S[0-8,+0-pe, + (50 250 - (5o (&)
sing sing, €,
= |— —:O.
( p? p? )p

Alltsa foljer att

}{A-dr:O.
L

b) Vilj forst en standardkurva Ly som omsluter z-axeln, t.ex. cirkeln p =1, z =0, med ¢

vixande fran 0 till 27. Fér denna fas (emedan dr =1- &, - dp + 0 + 0 ldngs L¢ och
basvektorerna bildar ett ortonormerat system)

2w
A-dr:]{ (cos<pé,,+sin<pé(p)-é(pd<p:/ sinpdp = 0.
Lo Lo 0

Lat nu L vara en godtycklig kurva som omsluter z-axeln pa samma sétt som Lg (ett varv i
positiv led). D& kan L deformeras kontinuerligt till Ly utan att skira z-axeln, och under
denna deformation genomsveps en yta S vars rand bestér av L och Lg. Med hinsyn tagen till
orienteringar och med anvindande av Stokes’ sats igen fés

?{A-drz//rotA-ﬁda—}— A - dr = A -dr=0.
L S Lo Lo

Liknande resonemang kan genomféras om L gar flera varv runt z-axeln eller gar at andra
hallet osv.

En alternativ metod att 16sa problemet ar att hitta en potential till A. I cylinderkoordinater

fas en sddan ur )
oU _ cosp 19U _ sing ou

op P2

kg =~ =0.
pop  p*’ 0z

Detta ger
COSs ¢

P
Eftersom denna &r vildefinierad utanfor z-axeln s& foljer omedelbart att §; A - dr = 0. (Om

man viljer en punkt a € L och tinker sig att L gir fran a till a s3 fas
$,A-dr=U(a)—U(a) =0.)

U=-—2%10C.



10.

11.

12.

13.

Integralen &r divergent, se Exempel 9.15 a), sid 236 i liroboken.

Vi har
div (®B) = (grad®)- B+ ® divB=A"-B

varfor Gauss’ sats (tva ganger) ger

// A -Bdzdydz = // div (®B) dzdydz

v v

:// @B-ﬁdazq)o// B-ﬁdazq)o///didexdydz:O.
1% v v

Vi anvénder sfiriska koordinater (r,0, ¢). Eftersom K ar sfiriskt symmetrisk och

Dirichletproblemet ifraga har exakt en 16sning s& maste ocksad denna vara sfiriskt

symmetrisk, dvs U = U(r). Uttryckt i sfiriska koordinater blir ddrmed ekvationen
1 0, 4 ou

72 sme(@r(r smﬁﬁ)) =0

for 1 < r < 2. Detta ger
2( 23_U)
ar' or
20U _
or

=0,

= A (konstant),

oUu A
Br 2’
A
U=--4+B
r

(B konstant). Sétter vi in randvillkoren far vi att A och B ska uppfylla

~A+B=1,
A

—Z4+B=0.
5 +B=0

Detta ger A = —2, B = —1 och ddrmed svaret pa uppgiften:

v=2-1.

T

Lat e vara en konstant vektor, t.ex. vilken som helst av basvektorerna &, €,, €,. Med
nablakalkyl och Stokes’ vanliga sats fas

—e-}{ der——}és (FXdr):}és(er) dr

//Vx (F x e) nda—//nxv (F x e)do
// (AxV)xF)do=e- // (i x V) x F) do.

éstdr:—//g((ﬁxv)xF)da,

Hérav foljer

vilket skulle bevisas.



