Institutionen for Matematik, KTH
Olle Stormark

Losningsforslag till tentamen i 5B1107 Differential- och
integralkalkyl IT for F1, 02—-08-21.

1. Bestam arean av den yta som fas genom att rotera kurvan

x = 3t2,
0<t<l1,
y = 2t°,
omkring y-axeln. (3p)
Losning: © = 3t = & = 6t, y=2t3 = g = 6t2;
dA = 2nx ds = 2mx /42 + 2 dt = 27 - 3t? - /3612 + 3614 dt
=367t% - t- V1 4+ t2dt;

1
44:%W/mﬁ-V1+ﬂ-Uﬁ:{u:1+¢amF:%dﬂ
0

3 3
= 187?/ (u— 1)u% du = 18%/ <u% - u%> du
1 1

2
—1sn | 2ud — 203 = 36n W2-1 _2v2-1
5 3 5 3

1

:%?a+v@.

2. En punkt P ror sig lings skirningen mellan cylindern z = 2% och planet
x4y = 2 med den riktning i vilken y véxer, sa att P har den konstanta

farten v = 3. Bestam P:s hastighet v i (1,1,1). (4p)
Losning: z =2z +y=2=1r=(1,9,2) = (2—y,y,4 — 4y + v?);
_dr dr dy

= (11 —d+ )i
V= T dy (-1,1, -4 + 2y)y;

v=|v] =/1+1+16— 16y + 4y2|y| = \/18 — 16y + 432 - 3.




Sbv=3o0chy=1=3=6y=7y= %; dvs. i punkten (1,1,1)
(déry =1) &r

v=(-1,1,—-4+ 2)\/§ = \/g(—L 1,-2).

. Berdkna forstaderivatorna i origo av funktionen

3

W da (a, 0,0
fla,y) = q 5% o( v) #(0,0) (3p)
0 da (:va) = (070)'
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. Lat f(u,v,w) vara en odndligt deriverbar funktion av de tre variablerna
u, v och w. Da ar

9(z,y) = f(y*, zy, —2°)

en oandligt deriverbar funktion av x och y. Uttryck

0?g

oyox
med hjalp av f:s forsta- och andraderivator. (4p)
Losning: f = f(u,v,w) och u=y? v =1y, w= —x* ger att

g(x,y) == f(ulz,y), v(z,y), w(z,y)) = f(? zy, —2*).
Harur fas att
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5. (a) Forklara vad som menas med att funktionen f(x,y) ar differen-
tierbar i punkten (a,b).

(1p)
(b) Visa:

f(z,y) differentierbar i (a,b) = f(z,y) kontinuerlig i (a, b)
(1p)

(c) Ar foljande pastaende sant? Bevisa, eller ange ett motexempel!
of

91 och g—;}; finns i (a,b) = f(x,y) &r kontinuerlig i (a, b).

(1p)
Losning:

(a) Kravet &ar att

lim

fla+h,b+k) = f(a,b) — h5L(a,b) — k% (a,b)
(h,k)—(0,0)

=0.
N

(b) Enligt (a) &r

fla+h,b+ k)= f(a, b)—i—hgf(a b)—i—k’%(a b) + eV h? + k2,

dar lim, k) (0,00 € = 0. Sa (h, k) — (0,0) medfér att

fla+h,b+k)— f(a,b).



(c) Lat

0 da (z,y) = (0,0).

Da finns 0f/0z och df /0y 6verallt—och speciellt i origo, dar de
bada dr lika med noll. Men f(z,y) ar inte kontinuerlig i origo.

Fly) = { di (,y) # (0,0),

6. Ekvationssystemet
xy? + 2u + v = 3,
232 4 2y —uv = 2, *)
Tu+yv —axyz =1
betyder geometriskt skarningen mellan tre hyperytor i det 5-dimensio-

nella (z,y, z, u,v)-rummet och bor darmed utgéra en 2-dimensionell
yta i det 5-dimensionella rummet.

Visa att man ndra punkten (1,1,1,1,1) kan 16sa ut x, y och z som
funktioner av u och v, sa att ytan (*) dér kan skrivas pa parameterfor-
men

)

),
),
samt berdkna forstaderivatorna av z(u, v), y(u, v) och z(u,v) da (u, v)
(1,1). (4p

Lésning: Differentiering av (*) ger
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y?dr + 2xydy + +zdu+udz + 2vdv = 0,
3x2zdx + 2% dz +2dy — vdu — udv = 0,
udr+xdu+ydv+ovdy —yzdr —zrzdy — rydz = 0.

Insattning av x =y = 2 = v = v = 1 hari ger

dx + 2dy + du + dz + 2dv = 0,
3dx + 2dy + dz — du — dv = 0,
—dz 4 du + dv = 0.



Fran sista ekvationen fas att dz = du + dv. Insattes detta i de tva
forsta ekvationerna fas

dr 4 2dy = —2du — 3dv,
3dx + 2dy = 0.

Héarav foljer att

3 3 9
dr = du + §dv och dy= —idu — idv.
Sa i punkten (1,1,1,1,1) ar
dr = du + %dv,
dy = —3du — 2dv, (**)
dz = du + dv.

Implicita funktionssatsen sdger nu att x, y och z nédra (1,1,1,1,1) kan
l6sas ut som funktioner av u och v, och vidare ger (**) att

%(1,1) =1, 3_3(1,1) =3,

o) 0,
U(1,1)=-3, %(1,1)=-2,

3—5(1, 1) =1, %(1, 1) =1

. Bestam de storsta och minsta vardena som koordinatfunktionen x antar
pa skiarningskurvan mellan planet z = z + y och ellipsoiden 2% + 2y% +
222 = 8. (4p)
Losning: Infor Lagrangefunktionen

L(z,y,z, \ 1) =2+ Mo +y — 2) + p(a® +2y* +22% — 8)

och 10s sedan systemet

0:2—5:1+)\+2u:v, (1)
O—g—ly; = \+4uy, (2)
O:g—i = -\ +4pz, (3)
O:g—izx#—y—z, (4)
O:g—i:x2+2y2+222—8. (5)



(2)+ 3) = 4u(y+2) =0« =0 och/eller z = —y.

w=01(2)=A=0;u=A=0i(1)=0=1: FEL. Sa z = —y. Insatt
i(4)fasx=—2y. x = —2y och z=—y i (5) ger att

4+ 27+ 20 =8 & ¢yi=1.
Sa y = +1, vilket ger punkterna (-2,1,-1) och (2,-1,1).

Tmax = 21 (2,-1,1),

Slutsats: )
Tmin = —21 (=2,1,-1).

. Lat a och ¢ vara givna positiva tal, och lat R vara det omrade som
ligger ovanfor konen z = cy/x2 + y? och inuti sfiren 22 + y? + 22 = a2

Berakna integralen
/// (2% +y* + 2 do dy dz. (3p)
R

Losning: Med sfariska koordinater fas

2w arctanc~1! a
/// (2% +y* + 2%) dodydz = / / / r? - r?sin ¢ dOdodr
R 0=0 J =0 r=0

arctanc™! a arctan ¢! CL5
:27r/ singbd(b'/ r4d7’:27r[—cos¢} - —
$=0 r=0 0 )
27a® 2ma®
= 7;@ (1 — cos(arctanc™)) = 7;@ <1 - \/13__02) :

. Lat
D= {(z,y,2) € R®: 2* +9* + 2* < 4a® och 2 + 9 > a?}

(dvs. D &r ett klot med ett cylindriskt hal), och lat S vara D:s yta. S
bestar av tva delar: insidan S; (= delméngd av cylinderytan z? + y? =
a?) och utsidan S, (= delméngd av sfiriska ytan 2 + y* + 2% = 4a?).
Berakna flodet av vektorfaltet

F=(x+yz,y—xz,2z—e"siny)

genom



(a) hela ytan S, (Ip
(b) insidan §;, (Ip
(c) utsidan S,,. (1p

Losning:

(a)

//F NdS = /// div F' dxdydz

=3 / / / dxdydz = { cylinderkoordinater}

27 2a V4a2—r?
=3 / / 2 / dz | rdr | df
6=0 r=a 2=0

2a
=127 Vida? — 12 -rdr = {u = 4a* — r*,du = —2rdr}

a

0 1 2 3 3a®
= —67?/ u2 du =67 - = [ui] = 47 - 3v/3a°
u=3a? 3 0
= 12\/§7ra3.

(b) P4 S; ir N = —2(z,y,0), sa

A 1
F-N=—"(2*+ayz+9* —yrz) = —
a
och darmed ar
R 21 V3a
// F-NdS = / / (—a) adfdz = —2ma® - 2v/3a
Si 0=0 zzf\/ga
= —4/3ma’.
) ffsu = ffs - ffsl = 12V/3ma® + 4V/3ma® = 161/31a°.

10. Lat C vara skdrningen mellan 2 + y? + 22 = a? (dir a ir ett givet
positivt tal) och  +y + 2z = 0. Visa att

fydx%—zdy%—xdz:j:\/gﬂa?,
c

7



dér tecknet beror pa C:s orientering. (4p)

Losning: Sokta integralen ar

%(y,z,x) (dx,dy,dz) = fF -dr
c c

med F = (y, z,z). Harmed fas

e, ey e.
rot F =|0/0x 0/dy 0/0z| =(-1,—1,-1).
y z T

Lat S vara den del av planet {x+y+ 2z = 0} som ligger innanf6ér kurvan
C. Dess enhetsnormaler ar

varfor Stokes sager att

%F%Zr://rotF'NdS
c S

:i/[g(—1,—1,—1)-%dszi\/ﬁ//sczszi\@m?.



