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5B1307, Linjar Algebra g.k.

Betygsgranserna for 4 och 5 ar preliminért 14 respektive 24 poang.
Samtliga behandlade uppgifter bor forses med utforlig 16sning.
Inga hjalpmedel &r tillatna. Lykke til!

1. Lat V = P,,(x) vara det reella vektorrummet av polynom i en variabel z, och av grad mindre eller
lika med det fixerade heltalet m > 0. Lat T : V' — V vara den linjira avbildningen som skickar en
vektor p(z) € V till

a) Bestdm en bas for Range (7).
b) Bestam egenvirdena till 7'
Lat m = 2. Vektorrummet Ps(x) ger vi inreproduktstrukturen

1

<pla)a(o) >= [ palalods
—1
c) Hitta en ON-bas for Ps(z).
d) Bestam en matrisrepresentation till 7*; den adjungerade operatorn till T : Py(z) — Py(z).

2. Lat Matyy, ., vara vektorrummet av kvadratiska (m x m)-matriser (hér & m > 0 ett fixerat heltal).
Vi séger att en kvadratisk matris A &r nilpotent om det finns ett heltal » > 0 sadan att A" = 0
(observera att talet r beror pa matrisen A). Lat Nil C Mat,, ,, vara delméngden av nilpotenta
matriser.

a) Lat A och B vara tva nilpotenta matriser med i Nil. Antag att AB = BA. Visa att matrisen
A+ B ar nilpotent.
b) Visa eller motbevisa att Nil ar ett delrum av Mat,, .

3. Lat V vara ett andligt dimensionellt inreproduktrum (6ver F'), lat T € L(V') vara en operator och lat
T* vara dess adjungerade operator. Satt S = T oT™ och lat p(x) vara ett polynom med koefficienter
i F. Visa foljande pastaende. For inreproduktrummet V' finns det en ON-bas 8 = (e, ..., emn) av
egenvektorer till operatorn p(.5).

(4p)
(4p)



Losningsforslag till tentamen i 5B1307, Linjar Algebra g.k, 2002-10-16.

1. Avbildningen T &r tyvérr inte linjar, vilket ble observerad under tentamenen. Istéllet for 7' skall man be-
trakta derivationsoperatoren D. Har man 16st uppgiften med antagandet att 7" ar linjar far man sjalvklart
full poéng.
Uppgift a). Vihar att (1,z,...,2™) r linjart oberoende och derfor en bas for V, sddan att (T'(1), T'(z), ..., T(z™))
spanner upp vektorrummet Range(7"). Vi har att

T(z™) =m2"z™"", D(™)=ma™"

sadan att (T'(z),...,T(z™)) (respektivt (D(z),...,D(z™)) ar linjart oberoende och dermed en bas. Mul-

tiplicerar man bort skalirerna m2™ far man tilbaka dom m — 1 forsta vektorerna i basen (1,z,...,z™).
’ Svar: En bas &r (1,z,...,z" ).
Uppgift b). Matrisrepresentationen till 7' med avseende pa basen (1,z,...,z™) blir den dvretriangulira
matrisen

0o 2 .- 0 0O 2 .. 0

0o 0 .o 0 0

Mr = B Mp = )

: 0 m2m . 0 m

0 --- 0 0 0 --- 0 0
varifran vi leser av att det enda egenvérdet ar 0. Svar: Egenvéardet ar 0

Uppgift ¢). Vi vill anviinda Gram-Schmidt pa basen (1,z,2°) for att fremskaffa en ON-bas. Lat v’ = 1. Vi
har att < u',u’ >= 2, sddan at vektoren

u’ 1
U= =,
|l v2
har langd 1. Lat nu
V=r—<uz>u==c

. . 2 .
da <1,z >=0. Vihar att <v',v >=< 2,2 >= 3 sadan att

o,
]| 2
ar vinkelrdt pa u och har langd 1. Slutligen later vi

1 1
w':x27<v,x2>v7<u,x2>u:x27<u,m>u:x27—<1,x>u:x277

V2 3
Denna vektor w’ r da vinkelrdt pa bada vektorerna w och v. Vi vill normalisera denna och har att
2 2 8

ro 2 2 2 2 1
= —— I1>4+=-<1,1>=-——-=—.
<w,w >=<z* 2° > 3<x, > 9< 1> T 9T I

Svar:En ON-bas &ar (i, éaﬁ, 3\/51‘2 — ﬁ)
V2 V2 T 2V2 2V/2
Uppgift d). Vi tar och berdknar matrisrepresentationen til 7' med avseende pa basen 8 som vi hittade i
1 1 V3 1 V3 1
—)=0 (och D(—=) = 0) och T(Y=z) = 2v3 - — (och D(~=z)) = v/3- —) och
75) = 0 och D(_5) = 0) och T( Vi) 75 (och DY) )

V2 V2
T(% 2_£)767\/5 7%£

202" TR V2l VB Ve

3V5 5 V5. 3Vh V3
PG~ = V15

vilket ger matrisrepresentationen

uppgift ¢). Vi har T'(
slutligen att

Vol V2

0 2v3 0 0 V3 0
Nr=|0 0 215 |,No=|0 0 V15
0 0 0 0 0 0

Inreproduktrummet dr reelt sidan at matrisrepresentationen till 7 (respektive D*)med avseende pa ON-

basen vi har fran uppgift c¢) ar den transponerade till Nt (respektive Np). ’ Svar: Transponatet till No (Np). ‘
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2. Om vi har at AB = BA da vill
R
R—1i\ i R

A+ B)F = A'BRT

=y (" aen
dar A° = B® = I. Vi har att om n+ m = R for tva icke-negativa tal n,m, da maste antingen m eller n
vara storre enn halva R. Om A™ = 0, och B™ = 0 for nagra heltal r1 och 72, da later vi R vara tva ganger
det storsta virdet av r1 och ra. Det foljer da av ekvationen 6ver at (A + B)R = 0. Dvs, om A och B ar
nilpotenta, och vi har at AB = BA, da ar ocksa summan A + B nilpotent.

Matrisene
0 1 0 0
A= [ 0 0 ] och B = { 10 }

ar bada nilpotenta di A> = B? = 0, dock &r deras summa A + B ¢j nilpotent. Vi har nimligen at
(A + B)? = I sadan at (A + B)® = I om R &r jamn, och om R ir udda har vi at (A + B)® = A+ B. Vi
har da at mangden Nil av nilpotentat matriser ej ar ett delrum da méngden ej ar sluten under addition.

3. Lat p(x) = ao + a1z + -+ - apx™ vara ett godtycklig polynom med koefficienter ao,...,a, i F. Operatoren
S = T*T &r sjilvadjungerad sddan att

p(S)* = (ao)* + (@1 8)* + - + (anS™)* =G0 + @15 + --- + @nS™.

Vi delar beviset upp i 2 delar.

Det ena tilfillet &r om F = R dom reella talen. D& har vi att p(S) = p(S)"; operatoren p(S) ar
sjilvadjungerad och den reella Spektral Satsen ger da att det finns en ON-bas av egenvektorer for p(S).
Det andra tilfillet & om F = C dom komplexa talen. D& pastar vi at p(S) dr en normal operator. Vi
maérker oss att da S ar sjdlvadjungerad har vi att

(aS?) - (bS9)* = aSPbS? = abSP™? = (bS)*(aSP),

varifran det foljer att

p(S)p(S)" = p(S)"p(S).
Med andra ord ar p(S) normal och det f6ljer fran den komplexa Spektral satsen att det finns en ON-bas av
egenvektorer for V.
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