1. KOMPLEXA TAL

1.1. De reella talen. De reella talen skriver betecknas ofta med sym-
bolen R. Vi vill inte definiera de reella talen har, men vi noterar att
for varje tal a och b har vi att a + b och att ab ocksa blir reella tal.
Med andra ord ar mangden R sluten under addition och multiplika-
tion. Vidare har vi att till varje tal a finns det et tal —a sadan att
a+ (—a) = 0, och till varje nollskild tal a # 0 finns talet a~! sadan att
aa"t = 1.

1.2. Reella talen som matriser. Vi borjar med att presentera de
reella talen pa ett lite annorlunda satt. Varje tal a kan skrivas som
a-1, och idag vill vi med 1 mena (2 x 2) identitetsmatrisen. Vi skriver

_.1_.10_a0
a=a-l=a-15 11=15 .|

Att skriva reella tal som en speciell klass av (2 x 2)-matriser skall vi
snart se ar ett smart drag. Notera forst att addition och multiplikation
av matriser ar kompatibel med den vanliga additionen och multiplika-
tionen av reella tal. Med detta menas foljande. Om a &r ett reelt tal,

10 ) .
0 1]. Vi har da att

Ta + Tb = Ta+b och TaTb = Tab-

Detta betyder att vi varkligen kan betrakta de reella talen som diago-
nalmatriser med ett och samma diagonalelement.

later vi T, = a - {

1.3. En klass av matriser. Betrakta nu alla (2 x 2)-matriser pa for-
men

C=/{ {Z _ab} | reella tal a,b}.

Delméangden av sadana matriser skriver vi som C. Notera att nollma-
trisen 0 och identitetsmatrisen 1 finns med i mangden C. Och, med
b = 0, har vi ocksa alla reella tal inuti mangden C. Vi vil nu kolla att
mangden &r sluten under addition och multiplikation. Lat Z och W
vara tva godtyckliga element i méngden C. Vi har att

ofp ] e

b d c
for nagra reella tal a, b, c och d. Vi har att

B _la+c —(b+d)
(1.3.1) Z+W—W+Z—[b+d ot o ]

B | ac—=bd —(—ad—bec)
(1.3.2) Z-W_W-Z_{_ad_bc ac — db ]

Vi har att Z + W och Z - W &ar matriser pa den speciella formen som

kravs for att vara med i mangden C. Mark ocksa att for matriser i C
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blir matrisprodukten kommutativ (hérligt!). Méngden C &r sluten un-
der addition och multiplikation. Hur ar det med de andra egenskaperna
for tal. Uppenbarligen har vi att for varje matris Z att Z + (—Z) = 0.
Hur ar det med Z717

Sats 1.4. Lat Z vara ett nollskilld element i C. Da finns det en matris
771 i C sadan att ZZ~' = 1. Mera precist, om

a —b
7=[s
dd har vi determinanten det(Z) = a®> +b*. Om Z # 0, dd vill determi-
nanten vara nollskild, och vi har att inversen

Z7' = [T,,b _Tbb} .
210 a4
Proof. Vi har att det(Z) = a® + b*. Determinanten ar noll om och
endast om a = 0 och b = 0. Med andra ord ar determinanten nollskild
om och endast om Z # 0. Vi har tidligare visat att en matris ar
inverterbar om och endast om determinanten ar nollskild, och formeln
for inverser for (2 x 2)-matriser ger slutligen sats. O

1.4.1. De tre forsta egenskaperna, att mangden ar sluten under addi-
tion, och sluten under multiplikation, och att varje matris Z har en
additiv invers —Z galler inte bara for méangden C. Dessa tre egen-
skaper géller ocksa for méngden av alla (2 x 2)-matriser, for att ta ett
exempel. Det ar egenskapen att varje matris Z # 0 har en multiplikativ
invers som kraver att vi maste betrakta en delméangd.

1.5. Komplexa talen. Vi kallar mangden C av matriser definerad
ovan, for de komplexa talen. Tarmen komplex kan man diskutera, men
anledningen att vi kallar elementen i C for tal ar att dessa matriser har
alla egenskaper vi forvantar att tal skall ha. Specielt har vi den trevliga
egenskapen att varje nollskilt tal Z # 0 har en multiplikativ invers Z 1.
Notera att det finns komplexa tal som inte ar reella, det vill saga det
finns matriser i C som inte ar pa formen a - 1. Ett exempel ar talet

0 -1
Q- {1 y } .
Detta talet ger betecknar vi med symbolen €2, och kallas iblant for den
imaginara enheten. Notera att

> |—-1 0
(1.5.1) 02 = [0 il
Detta betyder att Q2 = —1.
Exempel 1.6. Lat oss 16sa nagra ekvationer inom talen C. Vi borjar

med ekvationen
X2 =75.



3

Notera nu att den okanda X ar alla matriser inom mangden C, sadan
att X2 ar lika med matrisen 5 - 1, matrisen med talet 5 pa diagonalen.
Lat X vara en godtycklig matris i méangden C, vi har

x-[ 7
y x
dar x och y ar okdnda reella tal. Vi far att

22—y -2
X2:[ Qxyy x2_52:|7

vilket skall vara lika med matrisen
5 0
5= {0 5] |
Detta ger, koefficientvis, att 22 — y? = 5 och —2xy = 0. Den andra
ekvationen ger att antingen ar x = 0 eller sa ar y = 0. Insatter vi
x = 0 i den forsta ekvationen far vi —y? = 5, vilket saknar lésning.
Insitter vi istillet y = 0 i den forsta ekvationen far vi 22 = 5, vilket

har losningarna ++/5. Vi har nu visat att ekvationen X2 = 5 har
16sningarna X = —+v/5 och X = /5. Inget ovanligt med andra ord.

Exempel 1.7. Betrakta ekvationen X? = —4i C. Lat X = E _xy]

vara en okand matris som ovan. Vi soker losningar till

2 2
s |zt —y —2zy | _ ., _|-4 0
X —{ 2xy a:z—y2]_ 4_{0 —4]'

Vi jamfor koefficienterna och erhaller att 22 — y? = —4 och —2zy = 0.
Insitter vi z = 0 i den forsta ekvationen far vi —y* = —4, vilket ger
y = 2. Insatter vi y = 0 i den forsta ekvationen far vi 22 = —4,
och denna saknar 16sning. Vi har visat att ekvationen X? = —4 har

losningarna
X =-20 och X =20,

dar Q ar matrisen (1.5.1). Hir ser vi att vissa ekvationer, som X? = —4,
som inte har 16sning i R, har 1osning i C.

1.8. Komplexa talen som talplanet. Det reella talplanet R? &r
méngden av alla ordnade talpar z = (a, b). Till varje element z = (a, b)

i talplanet kan vi tillordna matrisen Z = [z _ab} i C. Och omvandt.

Den forsta kolumnen till en godtycklig matris Z = Z _ab} i C ger
det ordnade talparet z = (a,b). Detta betyder att vi kan identifiera
méngden C med mingden R2.
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1.8.1. Reell och imagindr axel. Notera att under den givna identifika-
tionen av de komplexa talen med talplanet, identifieras de reella talen
med z-axeln. Vi kallar déarfor z-axeln for den reella axeln. Talet €2
identifieras med talparet w = (0, 1), och y-axeln kallas den imaginira
axeln.

1.9. Multiplikation av talpar. Vi har att C ar tal, och specielt kan
vi addera och multiplicera tal. Detta betyder att vi nu ocksa kan addera
och multiplicera element i R?. Lat z = (a,b) och w = (c,d) vara tva
element i talplanet. For att addera och multiplicera dessa maste vi
forst betrakta dessa som element Z och W i C. Sedan adderar och
multliplicerar vi Z och W, och far Z + W och ZW. Dessa tva nya
matriser Z + W och ZW identifieras med tva talpar, och vi erhaller
addition och multiplikation av z och w.

Lemma 1.10. Lat z = (a,b) och w = (c¢,d) vara tva talpar. Den
inducerade additionen fran C ger komponentvis addition

z+w=(a,b)+ (¢,d) = (a+¢,b+d).
Den inducerade multiplikationen ges av formeln
z-w = (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, —ad — bc).

Proof. Additionsformeln f6ljer fran (1.3.1), och multiplikationen foljer
fran (1.3.2). O

Exempel 1.11. Betrakta talparet w = (0, 1) som tillsvarar matrisen
Q. Formel ger att w? = (0,1)? = (—1,0), vilket vi redan visste fran
berdkningarna i (1.5). Ett annat exempel ar produkten

(0,1) - (=1,1) = (0+1,—0+1) = (1, —1).

1.12. Geometrisk tolkning av produkt. Vi vill tolka produkten
zw av tva talpar z och w, geometrisk. Vi borjar med att beskriva
ett talpar z = (a,b) i poldara koordinater. Vinklar méts i radianer,
moturs, och fran den positiva horisontella z-axeln. Har kan ni rita en
figur (!). Avstandet fran origo till (a,b) ges av Pythagoras Sats som
r=+va?+ b2 Om (a,b) # (0,0) sa finns det en unik vinkel ¢ € [0, 27)
sadan att
rcos(p) =a och rsin(p) =0.

Detta betyder att varje talpar z = (a, b) kan beskrivas med ett avstand
r och en vinkel ¢. Talparet (0,0) har avstandet noll, och vinkel noll.
Sambandet ges av z = (a,b) = (r cos(p), rsin(p)).

1.13. Rotationsmatrisen. Om vi skriver ett talpar z = (a, b) i polara
koordinater med avstand r och vinkel ¢, har vi z = (r cos(p), rsin(p)).
Detta betyder att matrisen Z som tillsvarar talparet z ges som

rcos(p) —rsin(p)
rsin(p) 7 cos(p)
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Notera nu att Z ar rT,,, dar T, ar matrisen som representerar den
linjara avbildning som beskriver en rotation med ¢ grader, moturs
omkring origo. Kolla upp notaterna fran (7).

Exempel 1.14. Positiva reella tal a har avstandet a = |a| och vinkeln
ar noll. Negativa tall @ har avstandet |a|, och vinkeln &r 7. T.ex. har
vi att talparet

(=5,0) = (5cos(m), 5sin(m)).
Talparet w = (0, 1) har avstandet 1, och vinkeln ar 7/2, detta betyder
att talparet som tillsvarar Q ges som (1 cos(7/2), 1sin(7/2)).

Lemma 1.15. Lat z = (rcos(p),rsin(¢)) och w = s cos(¥), ssin(1)))
vara tvd talpar. Multiplikationen zw ges av talparet

(rscos(p + 1), rssin(e + 19)).

Proof. Lat Z vara matrisen ovan som tillsvarar punkten z, och matrisen
W som tillsvarar punkten w, ar

scos(d¥) —ssin(1)
ssin(d) s cos(19)

Vi vill berakna produkten ZW. Vi har att Z = rT,, och W = 5Ty,
dar T, ar rotationsmatrisen med vinkel o. Vi har tidligare visat att
sammanséatning av tva linjara avbildningar ges av produktmatrisen.
Detta betyder att rotera forst med ¢ radianer, och dérefter rotera med
¢ radianer, ges av matrisprodukten T,,7y. Men, att forst rotera med ¢/
och darefter med ¢, ar att rotera med totalt ¥ 4+ ¢ radianer. Det vill
saga att

_ |cos(p+ 1) —sin(p + V)
7 Isin(p + ) cos(p +9)
Detta ger nu att ZW = 11, sTy = rsT,, 9, vilket vi skulle visa. O

T,y =1,

1.16. Notera nu att vi geometrisk forstar hur produkten zw gar till. Vi
multiplicerar avstandet r till z = (a,b) med avstandet s till w = (¢, d),
och far avstandet rs till zw. Vinkeln till z adderas till vinkeln till w,
och ger vinkeln till zw.

Lemma 1.17. Om z = (r cos(p), rsin(p)) dr nollskild, da ges inversen

som
1 1

2= cos(—g), T sin(—g)).
Proof. Pastaendet foljer fran Lemma (1.15) och det faktum att (1,0) =

(1cos(0),1sin(0)) &r identitetselementet. O

Exempel 1.18. Betrakta talparet z = (1,1). Vi vill berékna 2", for
olika heltal n > 0. I poéra koordinater har vi att z har avstandet v/2,
och vinkeln ar 7/4. Detta ger att

2" = (V2" cos(mn/4), V2" sin(xn/4).

Thar vi inte gjort detta?
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