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1 Forsta veckan — Geometri med trigonometri

Till att borja med kom trigonometrin till for att hantera och 16sa geometriska problem, framforallt
inom astronomin. Det dr i geometrin det &r léttast att se de trigonometriska begreppen sinus, co-
sinus och tangens. Det handlar om att ga mellan vinklar och forhallanden mellan sidldngder i
ratvinkliga trianglar. For att forsta vinkelbegreppet och de tva olika enheter, grader och radi-
aner, vi har for att méata vinklar behover vi ocksa titta narmare pa cirklar, cirkelsektorer och
cirkelsegment. Fran ritvinkliga trianglar gar vi vidare till trianglar i allménhet och vi kan da
komma fram till tre viktiga samband, Areasatsen, Cosinussatsen och Sinussatsen.

1.1 Ratvinkliga trianglar

Vinklar miter vi 1 grader eller helst i radianer. Ett cirkelvarv definieras att vara 360 grader eller 27
radianer. Sidorna i en triangel bestimmer pa ett naturlig sitt en vinkel. Vinkeln i ett triangelhorn
ar det positiva tal som anger hur stor del av ett cirkelvarv dessa tva sidor utgér. Till varje triangel
tillordnas 3 positiva (icke ordnade) tal, ett for varje horn.

Laskoll 1.1.1. Visa att summan av vinklarna i en godtycklig triangel alltid blir T radianer.

Tva trianglar med samma vinklar «, 3, v kallas likformiga. Mérk att sidorna i tva likformiga
trianglar inte nddvéndigtvis dr lika stora.

Léskoll 1.1.2. Givet en triangel ABC' vars sidor har lingder a,b och ¢, och lat x > 0 vara ett
positivt tal. dndra de tva sidolingderna till ax och bx, och bilda den likformiga triangeln vars
sidor har lingder ax, bx och ¢. Visa att ¢ = cx.

Léaskoll 1.1.3. Lat ABC vara en triangel med sidor av lingd a, b och ¢, och bilda de sex kvoterna
a/b,b/a,a/c,c/a,b/c,c/b. Visa att varje annan triangel, likformig med ABC, ger samma sex
kvoter. Kvoterna dr med andra ord oberoende av representant for likformighetsklassen.

I en triangel dér en av vinklarna ir rdt kallas en rdtvinklig triangel. I en rétvinklig triangel
kallas den ldngsta sidan, dvs. den sidan som &r mitt emot den rita vinkeln, for hypotenusan.
De bigge andra sidorna kallas kateterna. Pythagoras sats ger sambandet mellan lingderna till
hypotenusan och ldngderna av kateterna.

Sats 1.1 (Pythagoras sats). Betrakta en rdtvinkling triangel med sidor av lingd a,b och c. Om
vinkeln som stdr mot sidan c dr rt géiller att

a® + b =

Laskoll 1.1.4. Bevisa Pythagoras sats genom att dra hojden mot sidan c och se att denna delar
in c i tvd delar vars lingder dr a? /c och b? /¢ pdgrund av likformighet.
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1.2 Trigonometriska funktioner I

Betrakta nu en godtycklig rdtvinklig triangel som figuren nedan.

cC

b

Vinkeln till hornet A édr v. Det klart att varje vinkel 0 < v < 7/2, mitt i radianer, ger en unik klass
av likformiga ritvinkliga trianglar. Vi vet ocksa (jfr. Lédskoll 1.1.2) att varje likformig triangel,
placerad som bilden ovan, ger samma kvot a/c. Detta betyder att for varje vinkel 0 < v < 7/2 i
en ritvinklig triangel, sé finns det ett unikt tal a/c. Mirk att presentationen av talet a/c refererar
till en tinkt triangel som ovan, och for att unvika att anvéinda denna referens skriver vi sin(v) i
stéllet for kvottalet a/c. Med andra ord, vad vi beskriver dr en funktion

sin: (0,7/2) — R

som skickar talet v till sin(v) = a/c. Hér betecknar (0,7/2) det 6ppna intervallet fran 0 till
7 /2, dvs. alla reella tal v som uppfyller 0 < v < 7/2. Funktionen som vi har definierad kallas
sinusfunktionen. Pa liknande sitt definieras cosinus och tangens for vinkeln v av relationerna

a
cos(v) . oc an(v) A
Detta ger funktioner cos: (0,7/2) — R och tan: (0,7/2) — R. Vi ser pa en gang att
a a/c sin(v)
t = — = — = .
an(v) b b/c  cos(v)
Vi skall nésta vecka definiera dessa trigonometriska funktioner for alla reella tal, och inte enbart
for det 6ppna intervallet (0, 7/2).

Liskoll 1.2.1. Visa att sinus- och cosinusfunktionens virdemdngd dir intervallet (0, 1). Dvs, for
varje vinkel v kommer sin(v) att vara ett positiv tal mindre enn 1, och for varje positivt tal
0 < z < 1 finns dtminstonde en vinkel v sadan att sin(v) = x.

Speciellt har vi att funktionerna sin och cos kan skrivas som

sin: (0,7/2) — (0,1) och cos: (0,7/2) — (0,1).
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1.3 Triangelsatserna

Genom att rita en figur dir vi drar en hdjd mot en av sidorna kan vi hirleda alla tre triangelsat-
serna. Om triangelns horn dr A, B och C, brukar vi kalla triangeln for ABC'. Sidlangderna for
motstaende sidor brukar betecknas a, b och ¢ och motsvarande vinklar for o, 3 och 7.

B

C

b

Liskoll 1.3.1. Visa att arean av en triangeln ABC ges av %bh, diir b dir en sida, och h den
tillhorande hojden (Betrakta ocksa situationen ndr hojden inte tréiffar motstdende sida).

Sats 1.2 (Areasatsen). Ldt o < m/2 vara en vinkel i en triangel ABC, och ldat b och ¢ vara
lingden av de tillhoranda sidorna. Da ges arean av triangeln av

1
— - besi :
5 csin(a)
Liskoll 1.3.2. Bevisa areasatsen genom att anvéiinda att arean for triangeln dr bh /2.
Sats 1.3 (Sinussatsen). Ldt a och 3 vara tva vinklar i en triangel ABC, bdda mindre dn /2

radianer. Lat a vara ldngden till motstaende sida till vinkeln «, och b ldngden till motstdende
sida till vinkeln (3. Da galler foljande samband

a b

sina sin8’

Laskoll 1.3.3. Bevisa sinussatsen genom att stdlla upp tva olika uttryck for hojden h.

Sats 1.4 (Cosinussatsen). Ldt a,b och c vara sidolingderna i en triangel ABC, och ldt o < 7/2
vara en vinkel mindre dn /2 radianer. Om sidan a dr motstdende till vinkeln «, gdller foljande
samband

a® = b* + ¢ — 2bccos(a).

Liskoll 1.3.4. Bevisa cosinussatsen: Antingen dr 3 < /2 eller v < /2. Antag att v < 7/2,
och skriv sen om b som (b — x)* — x? — 2xb. Med hjiilp av Pythagoras sats kan sedan (b — x)?
och x? uttryckas med hjdlp av a, ¢ och h, medan x kan uttryckas med hjilp av cosinus av o.
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1.4 Cirklar

Om vi drar tva linjer fran en cirkels centrum till dess periferi uppstar en cirkelsektor mellan
dem. Cirkelsektorn #r delen av cirkeln som begrinsas av de tva stralarna. Lat P och () vara
skédrningspunkterna mellan cirkelranden och de tva linjestralarna fran centrum. Drar vi dessutom
en linje, eller korda, mellan de tva punkterna P och (), skir vi av ett cirkelsegment. Cirkelseg-
mentet dr omradet innanfor cirkelsektorn, men utanfor triangeln O PQ).

P/\Q

Om vi later r vara cirkelns radie, och vi miter vinkeln v till cirkelsektoren i radianer, da ges

cirkelsektorns area som )
v 5 UT

Sats 1.5. Ldt r vara cirkelradie, och lit en vinkel v mindre dn 7 /2 radianer skiira ut en cirkel-
sektor. Arean till cirkelsegmentet som bestdims av vinkeln v och radien r ges av formeln

7"2

— (v — sin(v)).
(v —sin(v)
Laskoll 1.4.1. Visa sats vid att anvinda att cirkelsektorns area dr arean av cirkelsegmentet minus

arean av triangeln O PQ).

1.5 Rekommenderade uppgifter?

I den hir kursen kommer det inte att finnas nagra uppgifter i kurslitteraturen som alla rekom-
menderas att gora. Det beror dels pa att gruppen &r sa spridd nér det géller hur vdl materialet dr
ként i forvig, dels pa att det &r tid att borja ett nytt sétt att arbeta med matematik. Meningen med
uppgifterna dr att man ska befésta de teoretiska kunskaperna i praktiken och kunna anvinda dem
for att 16sa problem. Problem kan ligga pa mycket olika nivaer nér det géller hur direkt man kan
tillimpa de teoretiska kunskaperna. Det viktiga &r att varje student arbetar med uppgifter som
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leder till nya kunskaper och insikter hos just den individen. Rekommendationen ir att titta pa
uppgifterna som hor till de givna avsnitten och forst se pa vilken niva det dr ndgon mening att
borja. Den som redan tidigare dr fortrogen med materialet har inte sa stor nytta av att arbeta med
uppgifter pa den lagsta niva n. Uppgifterna i kurslitteraturen dr markerade med A, B och C for
att markera niva déar A dr den ldgsta nivan. Uppgifterna fran kontrollskrivningar och tentamina
befinner sig alla pa hogre niva dn A. Infor kontrollskrivningen dr det meningen att alla ska ha
hunnit upp till den niva som krivs for godkédnt och manga kommer ocksa att ha hunnit ldngre
och far da podng for hogre betyg.

Uppgifter

Ovning A. 1.1. En triangel har vinklar, métt i radianer, & = w/5 och 3 = 27 /7. Hur stor dir
den tredje vinkeln?

Ovning A. 1.2. En triangelformad grismatta har tvé vinklar som mits till /3 och /5 radianer.
Léingden mellan dessa tva sidor dr 7 meter. Hur stor dr grdasmattans area?

Ovning A. 1.3. Bestim sin(w/4) och cos(r/4).

Ovning A. 1.4. Niir du stdr precis 10 meter frin ett trid mdter du vinkeln med marken och
tréidets topp att vara 47 /5 radianer. Hur higt dir tréidet?

Ovning A. 1.5. Skuggan av ett triid cir 12 meter ldng. En miitstock som ér 75 cm ldng placeras
vertikalt och dess skugga mdits till 35 cm. Hur hogt dr tridet.

Ovning A. 1.6. Du stir ett stycke ifrdn en pyramid och miiter vinkeln mellan marken och en
pyramidtoppen till att vara 7 /6 radianer. Du avidgsnar dig 50 meter i riktning fran pyramiden,
och mditer da vinkeln 7 /9 radianer. Hur hg dr pyramiden?

Ovning A. 1.7. Vid en given tidpunkt mdits skuggan av tvd mitstickor. Av méitningarna fér vi att
vinkeln till solen dr 89.75500 grader pa det ena stdllet och 89.75462 grader vid det andra stdillet.
Avstandet mellan mditstickorna dr 1000 km. Om vi latsas att jorden dr platt, hur langt dr det till
solen?

Ovning A. 1.8. Eit fjcill vid norska kusten dr precis 2800 meter hogt. Fran fidlltoppen miiter vi
vinkeln med Atlanten att vara 88.30 grader. Baserad pa dessa mdtningar, vad blir jordens radie?

Svarare uppgifter

Uppgifterna som ges nedan ligger pa en ytterligare hogre niva och dr tinkta for att stimulera
till att tanka vidare utanfor ldrobokens begriansningar. Det dr inte meningen att man ska kunna
16sa uppgifterna pa egen hand. Det ir i stédllet meningen att studenterna med hjélp av varandra
och ldraren skall kunna arbeta med problemen och pa det viset ldra sig nagot om geometri och
trigonometri.
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Ovning C. 1. Bestim lingden av kordan som ges av skirningen mellan enhetscirkeln och linjen
r+y=1/2

Ovning C. 2. Betrakta de punkter (z,y) som uppfyller olikheterna

%+ y2 4,
1.

IV IA

Y

a) Rita upp omradet och avgor vad det dr for typ av omrade.
b) Bestdm arean av omradet.
c) Ersdtt den andra olikheten med x + y > 2 och bestdm arean av omradet.

d) Ersditt den andra olikheten med y > c och bestim hur arean av omrddet, A, beror pa c.
Skissera grafen for A(c).

Ovning C. 3. Betrakta omrddet i planet som beskrivs av olikheterna

> +y? <9,
z > 0,
y =

a) Rita upp omradet och visa att det dr en cirkelsektor.
b) Bestdm oppningsvinkeln, arean och bagldangden for cirkelsektorn.

c) Hur varierar arean av sektorn med c om den sista olikheten ersdtts med y > cx?

Ovning C. 4. En triangel har tvd sidor av lingd a och en sida av lingd b. Uttryck sinus och
cosinus for alla vinklar i triangeln med hjilp av a och b. Forenkla uttrycken sa langt som mojligt.
Vad héinder om vi skriver a = m?* +n? och b = 4mn?

Ovning C. 5. En tetraeder dir en tredimensionell kropp med fyra triangelformade sidor. I en
regelbunden tetraeder dr alla fyra sidor liksidiga trianglar och tyngdpunkten i tetraedern har da
samma avstand till alla fyra horn.

e Hur langt dr det avstandet i forhallande till kanternas lingd?
o Om man star i tyngdpunkten och ser mot tva olika horn. Vilken dr da vinkeln mellan dessa?
e Hur langa skall tetraedernas sidor vara for att den skall rymma en liter?

Ovning C. 6. Longitud och latitud ger koordinater pd jordytan som kan tinkas som en sfir
med omkretsen 40 000 km vid ekvatorn. Hur stort dr avstandet mellan Stockholm och Goteborg?
Koordinaterna dr (59, 2°N, 17,6°0) for Stockholm och (57,4°N,12,2°0) for Goteborg.

Ovning C. 7. En triangelformad platbit med matten 15 cm, 20 cm och 30 cm hdlls upp mot solen
som lyser klar over Stockholm. Det dr mitt pd dagen pa midsommarafton.
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a) Hur stor kan arean av skuggan av platbiten pa marken bli?
b) Hur stor kan den bli tre timmar senare?
(Jordaxelns lutning dr c:a 23°.)

Ovning C. 8. Bestim ett uttryck for arean av en triangel med horn i punkterna (ay,by), (az,bs)
och (ag, bs). (Ledning: Rita in triangeln i en rektangel med sidor parallella med koordinataxlar-

na.)
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1.6 Uppgifter fran kontrollskrivningar och tentamina.

Ovning 1.6.1. Rita upp triangeln ABC med A = (1,3), B = (2,4) och C = (5, 1).
a) Bestdm cosinus for samtliga vinklar 1 triangeln. )]
b) Avgor vilken av vinklarna som ér storst. 2)

c) Lét C rora sig efter linjen = 5 och bestdam ett villkor pa C' for att vinkeln B skall vara
den storsta i triangeln. 3)

Ovning 1.6.2. Rita upp triangeln ABC med A = (1,2), B = (3,5) och C = (5, 1).

a) Bestim sinus for samtliga vinklar i triangeln genom att anvédnda areasatsen.(Ledning: For
att bestimma sidlingderna och arean av triangeln kan man skriva in den i en rektangel med
sidorna parallella med koordinataxlarna.) 4)

b) En av vinklarna dr néstan precis 60°. Vilken ir det, och &r den storre eller mindre dn 60°?

(2

c) Nista vecka kommer vi att studera subtraktionssatsen for cosinus, som sédger att
cos(a — 3) = cosacos 3 + sin asin 3.

Anvind denna for att hirleda ett uttryck for cosinus av vinkeln mellan de tva linjerna
y = kxochy = /lx,dirk > 0och ¢ > 0. 3)

Ovning 1.6.3.

a) Ien triangel ABC ir sidan ¢ = |AB| = 5,1 cm och sidan ¢ = |BC| = 6,7 cm. Vinkeln
vid A dr a = 68°. Bestdm niarmevérden med tva géllande siffror till den tredje sidans lingd
och de bada andra vinklarna med hjélp av nagon av triangelsatserna. 4)

b) Tva cirklar skir varandra i tvd punkter som ligger pa avstand v/2 fran varandra. Cirklarnas
radier #r 1 respektive v/2. Bestdm arean av det omrade som ligger innanfor bada cirklarna.

)
Ovning 1.6.4.

a) En triangel har sidldngderna 4 cm, 5 cm och 6 cm. Bestdm samtliga vinklar och arean av
triangeln. 5

b) Vi far en rundad triangel fran en liksidig triangel genom att sitta dit cirkelbagar med cent-
rum i ett av hornen och som gar genom de andra tva hornen. Bestdm forhallandet mellan
den rundade triangelns area och den ursprungliga triangelns area? 4)
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Ovning 1.6.5.
a) Bestdm vinklarna i en triangel med sidlingderna 11 cm, 13 cm och 17 cm. @

b) Hur stor del av en cirkels yta utgors av en regelbunden sexhdrning som har sina horn pa
cirkelns rand? 3)

¢) Hurlang omkrets har en regelbunden n-horning i férhallande till den cirkel dess horn ligger
pa? ()

Ovning 1.6.6. I triangeln ABC har sidan AB lingd 7, sidan BC lingd 5 och cos B = 1/7.

a) Bestdm exakta virden for lingden av den tredje sidan och cosinus for de bada 6vriga
vinklarna. 5

b) Lat .S vara centrum for en cirkel med som har alla triangelns horn pa periferin. Vi vet nu att
vinkeln AS B dr dubbelt sa stor som vinkeln C' enligt en kéind sats. Enligt satsen for cosinus
av dubbla vinkeln ir cos 2C = 2 cos? C' — 1. Anviind detta for att bestimma cirkelns radie.

C))
Ovning 1.6.7. En triangulir tomt har métten 35 m, 48 m och 50 m.
a) Berikna ndrmevérden for vinklarna vid alla tre hornen med tva géllande siffror. @))
b) Berikna ett nirmevirde med tva gillande siffror for tomtens area. 2)

¢) En familj som kopt den obebyggda tomten vill soka bygglov for ett hus som dr format som
en reguljdr pentagon, dvs en femhorning dar alla sidor &r lika langa och alla vinklar &r lika
stora. Man kan rikna med att fa bygglov for ett hus med bottenarea som upptar hogst 10
% av tomtarean. Hur langa kan husets viggar i sa fall vara? 3)

Ovning 1.6.8. Tv4 av sidlingderna i en triangel 4r 8 m och 13 m. En av vinklarna 4r 60°.
a) Bestam alla mojliga virden for den tredje sidans langd. 4)
b) Hur stor kan triangelns area maximalt vara? 3)

c) I en rdtvinklig triangel delar en linje den rita vinkeln i tva vinklar som dr 30°, respektive
60°. Linjen delar hypotenusan i tva langder som &r 8 cm respektive 2 cm. Hur langa dr
kateterna i triangeln? 2)
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Ovning 1.6.9. 1 triangeln ABC ir vinklarna A = 42°, B = 63° och C' = 75°.

a) Bestdm hur langa de 6vriga sidor &r ifall den kortaste sidan har lingd 15 m. Ange sidlingderna
med tva gillande siffors noggrannhet. 3)

b) Bestdm alla tre sidlingder med tva géllande siffrors noggrannhet ifall arean av triangeln ar
1000 m?. C))

c) Hirled cosinussatsen med hjélp av Pythagoras sats genom att dra en hojd mot en av sidorna.

(2)
Ovning 1.6.10.

a) I en triangel ar tva av sidldngderna 7 respektive 8 langdenheter och vinkeln mellan dessa
sidor dr 120°. Bestdm den tredje sidans lingd och triangelns area.

3)
b) Bestidm sidldngderna i en triangel dér vinklarna &r 34°, 57° och 89° och triangelns area &r
44 cm?. Ange svaren med tva virdesiffror. 3

c) Tva tangenter till en cirkel med radie  méts vid en vinkel av 45°. Hur stor 4r arean av det
omrade som ligger mellan tangenterna och cirkeln? R))

Ovning 1.6.11.

a) Om tva av sidorna i en triangel dr 5 meter respektive 6 meter. Vilka langder pa den tredje
sidans liangd ger upphov till en triangel med en area pa minst 9 kvadratmeter. Q)

b) Jamfor arean av en regelbunden oktagon med sida 1/1/2 med en regelbunden hexagon med
sida 1. Vilken ér storst? 4

Ovning 1.6.12.

a) I en spetsvinklig' triangel #r tva av sidorna 8, 6 meter och 9, 7 meter. Arean dr 32 kvadrat-
meter. Hur stora dr vinklarna och hur lang dr den tredje sidan? Ange svaren med tva
gillande siffrors noggrannhet. Q)

b) Tva cirklar med samma radie r har sina medelpunkter pa varandras periferi. Hur stor &r
arean av det omrade som cirklarna bildar tillsammans? Ange svaret med ett exakt virde.

C))

lalla vinklar &r mindre dn 90° (7 /2 radianer)
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Ovning 1.6.13.

a) Bestdam vinklarna i en triangel med sidlangderna 4,2 cm, 6, 3 cm och 7, 8 cm. Ange svaren
som narmevirden i grader med tva gillande siffror. 3)

b) Bestdm arean av en triangel med sidlangderna 4,0 cm, 5,2 cm och 6,5 cm. Ange svaret
som niarmevirde med tva gillande siffror. (2)

c) Beridkna arean av ett cirkelsegmemt med sidan 8,4 cm och hojden 2,3 cm. Ange svaret
som ett narmevirde med tva géllande siffror. 4)

Ovning 1.6.14.

a) Ien triangel r sidan a 2, 3 cm, sidan b 4, 5 cm och vinkeln mellan sidorna b och ¢ dr 24, 8°.
Bestdm de Ovriga vinklarna, den tredje sidans ldngd och triangelns area. Q)

b) Bestdm arean av den bladformade figuren nedan dér vinklarna vid spetsarna dr 48° och
lingden &r 5,2 cm. 4)

Ovning 1.6.15.

a) Bestdam sidlingderna i en triangel med vinklarna 44°, 63° och 73° om arean av triangeln dr
64 cm?. Ange svaren som nirmevirden i grader med tva gillande siffror. Q)

b) Harled areasatsen och sinussatsen. 4)

Ovning 1.6.16. En triangel har hornen A, B och C. Sidan AB ir 5,2 m, sidan BC' ir 6,3 m
och vinkeln vid A dr 56°.

a) Bestim sidan AC' och vinklarna vid B och C'. Ange svaren som narmevérden i grader med
tva géllande siffror. 4)

b) Bestdm triangelns area med tva gillande siffrors noggrannhet. 2)

c¢) Inuti triangeln ligger en cirkel med radie 75 cm som tangerar bade sidan AB och sidan
AC'. Bestam arean av det omradet som ligger mellan cirkeln och hornet A med tva géllande
siffrors noggrannhet. 3)
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Ovning 1.6.17.

a) Bestim vinklarna i en triangel med sidldngderna 22 m, 53 m och 43 m. Ange svaren som
nidrmevirden med en decimals noggrannhet. 3)

b) En fyrhorning har sidldngder 4, 3 cm, 5, 3 cm, 8, 2 cm och 5, 6 cm i denna ordning. Vinkeln
mellan den forstndmnda och den sistndmnda sidan dr 35°. Bestdm fyrhorningens area. (3)

c) Bestdm arean av det minsta cirkelsegment som bildas da en ratvinklig triangel med sidldngder
5cm, 12 cm, och 13 cm skrivs in i en cirkel, sa att alla tre hornen ligger pa cirkelns periferi.

3)
Ovning 1.6.18.

a) Bestdm samtliga vinklar och arean av en triangel med sidorna 21,0 cm, 23,0 cm och 42,0
cm. Ange vinklarna i grader med en decimal och arean med tre vérdesiffrors noggrannhet.

C))

b) Bestdm arean av den skuggade delen av figuren nedan som skdérs ut av sex lika stora cirklar
med radie 1 cm och med centrum i spetsarna av den skuggade figuren. Ange svaret pa
exakt form. 4)

Ovning 1.6.19.

a) I triangeln ABC ar sidan AB 7,3 m och sidan BC' 4,2 m. Bestdim den tredje sidans lingd
och de tva aterstaende vinklarna om vinkeln vid A &r 34°. Bestdm ocksa triangelns area.
Ange svaren som ett narmevirde med tva gillande siffrors noggrannhet. (6)

b) Bestidm arean av nedanstaende omrade dir den cirkuléra delens radie 4r 4, 2 cm och vinkeln
vid omrédets spets dr 50°. De rita linjerna tangerar cirkeln. Ange svaret med tva géllande
siffrors noggrannhet. 3
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Ovning 1.6.20.

a) Bestim vinklarna i en triangel med sidldngderna 43 m, 23 m och 61 m. Ange svaren som
niarmevirden i hela grader. 3)

b) Itriangeln ABC ér sidan AB 3,5 cm och vinkeln vid A dr 40°. Bestdm vilka langder sidan
BC kan ha for att det ska finnas tva mojliga fall for lingden av AC. 3)

c) I en cirkuldr hage med radie 20 m gar ett betesdjur som dr tjudrat med ett rep som dr 23
meter langt och som sitter fast i staketet. Hur stor del av betet kan djuret komma at? Ange
svaret avrundat till hela procent. 3)

Ovning 1.6.21.

a) Ien fyrhorning ABCD ir sidldngderna |AB| = 34 cm, |BC| = 25 cm, |CD| = 32 cm
och |[AD| = 40 cm. Vinkeln vid A &r 53°. Bestdm ovriga vinklar och fyrhorningens area.

)

b) Enligt sinussatsen giller att de tre kvoterna a/ sin a, b/ sin 3 och ¢/ sin+y ir lika. Ge en
geometrisk tolkning av denna likhet genom att se pa en cirkel som passerar triangelns tre
horn. (@))
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1.7 Facit

()vning 1.1 (5B1134:Modelltentamen:1).
a) cosa:l/m,cosﬁz()ochcos’y:B/\/ﬁ,
b) Vinkeln vid B ir storst.
¢) Vinkeln vid B ir storst om C' ligger ovanfor x-axeln.

Ovning 1.2 (5B1134:KS:1:2003).

a) sina = \/%‘f/ﬁ,sinﬁz \/%\/gochsin'y:ﬁ.

b) Vinkeln 3 ligger nira 60°, men ir lite storre in 60°.

¢) Cosinus for vinkeln mellan linjerna ges av (1 + k£)/(v/1 + k2+/1 + £2).
f)vning 1.3 (5B1134:Tentamen:031013:1).

a) Den tredje sidan r 6, 7 cm och vinklarna ir 3 ~ 67° och v ~ 45°.

b) Arean av omridet som ligger i bigge cirklarna ir 770 /12 — (V3 4+ 1)/2 ~
0,467cm?2.

()vning 1.4 (5B1134:Tentamen:031103:1).

a) Vinklarna ir « = arccos(3/4) & 41°, 8 = arccos(9/16) ~ 56°,
~ = arccos(1/8) ~ 83° och triangelns area ir 15/7/4 ~ 9, 9 kvadrat-
centimeter.

b) Forhéllandet mellan areorna r 271'/\/5 —2=~1,63.

()vning 1.5 (5B1134:Tentamen:040109:1).

a) Vinklarnair o = arccos(337/442) & 40, 3°,3 = arccos(241/374) ~
49, 9° och v = arccos(1/286) ~ 89, 8°.

b) Andelen av arean ir 3+/3/27 & 0, 83.
¢) Kvoten mellan omkretsarna ir (n/7) sin 7 /n.
Ovning 1.6 (5B1134:Tentamen:040821:1).

a) Den tredje sidans lingd dr b = 8 och cosinus for de 6vriga vinklarna éir cos A =
11/14o0chcos C = 1/2.

b) Radien for cirkeln &r R = 7/+/3.
Ovning 1.7 (5B1134:KS1:2004).
a) Vinklarnair A ~ 42°, B ~ 66° och C' ~ 72°.
b) Tomtens area ir 800 m2.
¢) Husets viggar kan vara hogst 6, 8 m.
Alla svar ér angivna med tvé gillande siffrors noggrannhet.
évning 1.8 (5B1134:Tentamen:041011:1).
a) Den tredje sidan kan vara ¢ = 15 meller ¢ = V129 m.
b) Arean av triangeln kan maximalt vara 30+/3 areaenheter.
¢) Kateternas lingder ir @ = 40+/3/7 cmoch b = 10/7 cm.
Ovning 1.9 (5B1134:Tentamen:041030:1).
a) De 6vriga sidorna dr 20 m respektive 22 m.
b) Sidlingderna dr 39 m, 53 m och 57 m.

()vning 1.10 (5B1134:Tentamen:050112:1).

14

a) Den tredje sidans lingd ir 13 och arean ir 14+/3.

b) Sidldngderna dr 7, 7 cm, 11 cm och 14 cm.

¢) Arean av omridet ir (1 4+ /2 — 37/8)r2.
()vning 1.11 (5B1134:Tentamen:050829:1).

a) Den tredje sidans lingd kan variera mellan /13 och /109 for att arean skall
vara minst 9 kvadratmeter.

b) Hexagonens area &r 3v3 /2 = 2, 6 areaenheter medan oktagonens bara dr 1 +
V2~ 2, 4 areaenheter.

Ovning 1.12 (5B1134:KS1:2005).

a) Den tredje sidans lingd &r 7, 8 meter och vinklarna &r 50°, 58° och 72°.
(0,87,1,0o0ch 1, 3 radianer.)

b) Figurens area ir (87 + 31/3)72 /6.
(")vning 1.13 (5B1134:Tentamen:051017:1).
a) Vinklarna ir o = 32°, 8 ~ 54° och v ~ 94°.
b) Arean dr 10 kvadratcentimeter.
c) Aran av cirkelsegmentet dr 14 cm?.
f)vning 1.14 (5B1134:Tentamen:051024:1).
a) Det finns tva fall. I det forsta ir de dvriga vinklarna 8 =~ 55,1°, v &~ 100°,
den tredje sidans lingd ¢ =~ 5,4 cm och arean 5, 1 cm?. T det andra fallet &r
B~ 124,8° ~ =~ 30,3°, ¢ ~ 2, 8 cmoch arean 2, 6 cm?.
b) Arean dr 3, 9 kvadratcentimeter.
Ovning 1.15 (5B1134:Tentamen:060113:1).
a) Sidlingderna dr 10 cm, 13 cm och 14 cm, med tvé gillande siffrors noggrannhet.
ﬁvning 1.16 (5B1134:Tentamen:060123:1).
a) Det finns tva fall. T det forsta ir de dvriga vinklarna 8 =~ 50, 3°, v ~ 106°,
den tredje sidans lingd ¢ &~ 11, 0 cm och arean 19, 5 cm?. 1 det andra fallet 4r
B~ 129,7°, ~ & 26,6°, c &~ 5, 12 cm och arean 9, 05 cm?>.
b) Arean ir 4, 7 kvadratcentimeter.
Ovning 1.17 (5B1134:KS1:2006).
a) Sidan AC &r 7, 5 m, vinkeln vid B #&r 81° och vinkeln vid C ar 43°.
b) Triangelns area ér 16 kvadratmeter.
¢) Omradets area ér 0, 45 kvadratmeter.
()vning 1.18 (5B1134:Tentamen:061016:1).

a) Vinklarna ir o &~ 23,7°, 3 ~ 104, 6° och~y = 51, 7°, med en decimals

noggrannhet.
b) Fyrhorningens area dr 11, 5 cm?.
c) Cirkelsegmentets area ir 1, 68 cm?.
(")Vning 1.19 (5B1134:Tentamen:070116:1).
a) Vinklarna ir 16, 5°, 18, 2° och 137, 5°. Arean ir 138 cm?.
b) Arean av den skuggade delen av figuren ir 271 — 3v/3 em?.

Ovning 1.20 (SF1620:KS1:2007).
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a) Det finns tvad mojligheter. I det ena fallet ir v ~ 76°,~v = 70°,b =~ 7,0
m och triangelns area 14 m2. I det andra fallet &r v ~ 104°, 8 = 42°,
b ~ 5, 0 moch triangelns area 10 m?2.
b) Omrédets area ér 73 cm?.
()vning 1.21 (SF1620:Tentamen:071015:1).

a) Vinklarna ir 16°,31° och 133°.

b) Sidan BC ska vara lingre @n 2, 25 cm och kortare @n 3, 5 m for att det ska
finnas tvd mojligheter for den tredje sidans lingd.

c) Betesdjuret kan komma at 49% av betet.
f)vning 1.22 (SF1620:Tentamen:080119:1).

a) Vinklarna ir B ~ 137,2°, C ~ 70,7° och D ~ 99,1°. Arean av
fyrhérningen dr 920 cm?.

b) Kvoterna ér lika med diametern pa den cirkel som gér genom triangelns tre horn.
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2 Andra veckan — Trigonometri

2.1 De trigonometriska funktionerna och enhetscirkeln

Vi skall definiera sinus och cosinus for alla reella vinklar. Genom att tan(t) = sin(¢)/ cos(t) gér
det ocksa att definiera tangens for alla virden pa ¢ dér cos(t) # 0.

Ett anvindbart verktyg for detta dr enhetscirkeln som idr en cirkel med radie 1 och med cent-
rum i origo i ett ratvinkligt koordinatsystem med en horisontell z-axel och en vertikal y-axel.

Yi

L/
<

Vi miter vinkeln v moturs fran z-axeln. For varje vinkel v far vi en punkt P pa cirkels rand.
Vi definierar koordinaterna till punktet P att vara

T = Cosw,

y =sinw.
Mirk att vi tillater att man gér flera varv runt cirkeln. For varje varv 6kar vinkeln v med 27 radi-
aner, eller 360°. Observera att om vinkeln miits i radianer sa ges omkretsen av 27, och speciellt

motsvarar vinkeln v precis hur langt det dr att ga utefter cirkeln fran (1,0) till P. Mirk ocksa
att denna definitionen generaliserar defintionen vi gav forra veckan for vinklar v 1 intervallet

(0,7/2).
Liskoll 2.1.1. Anvcind enhetscirkeln for att bestimma cos(t) och sin(t) ndrt = 0,7/2 och .
Sats 2.1 (Trigonometriska ettan). For alla viirden pa t géiller att
sin®(t) + cos®(t) = 1.
Laskoll 2.1.2. Bevisa satsen genom att anviinda ekvationen for enhetscirkeln.

Nu som vi har definierad sin(¢) och cos(t) for alla virden av ¢ kan vi ocksd generalisera
triangelsatserna (Sats 1.2, 1.3 och 1.4) for godtyckliga trianglar.

Sats 2.2. Lat ABC vara en triangel, med vinklar o, 3 och v och motstdende sidor med respektiva
lingder a, b och c. Arean av triangeln ges av

1. . I 1.
§bcsm(a) = éacsm(ﬁ) = éab sin(7y).
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Vi har sambandet
a b c

sin(a)  sin(B)  sin(y)’

och sambanden
a®> = b* + ¢ — 2bccos(a), b* =a®+c® —2accos(B) = a®+b® — 2accos(v).

Liskoll 2.1.3. Alla pastaendarna ovan har vi tidigare visat for vinklar t < /2. Anvind detta
for att visa det almdnna fallet.

Laskoll 2.1.4. Generalisera och visa Sats 1.5 for vinklar v < .

2.2 Additionssatserna
Sats 2.3 (Additionssatsen for sinus). For allat och u gdller att
sin(t + u) = sin(t) cos(u) + cos(t) sin(u).

Laskoll 2.2.1. Bevisa additionssatsen. Lat, for givna virden, t och u vara de mindre tva vink-
larna i en triangel. Anvind Areasatsen (1.2) for att bestimma arean med hjilp av den storsta
vinkeln. Betrakta direfter hojden mot den storsta vinkeln och anvind Areasatsen pa de tva mind-
re trianglarna.

Det dr klart att om vi vrider enhetscirkeln med 7/2 varv moturs sa kommer z-axeln hamna
dir y-axeln tidigare var. Detta betyder att cosinus- och sinusfunktionerna &r lika varandra efter
en forskjutning med 7 /2 radianer. Mera precist har vi att

cos(t) = sin(t + 7/2),
for alla ¢.

Sats 2.4 (Additionssatserna for sinus och cosinus). For alla t och u gdller att

sin(t +u) = sin(t) cos(u) + cos(t) sin(u),
sin(t —wu) = sin(t) cos(u) — cos(t) sin(u),
cos(t +u) = cos(t) cos(u) — sin(t) sin(u),
cos(t —u) = cos(t) cos(u) + sin(t) sin(u).

Liskoll 2.2.2. Anviind foskjutningar med 90° eller 7 /2 for att hirleda de ovriga formlerna fran
additionssatsen for sinus.

Med hjilp av dessa kan vi hiarleda manga andra formler och samband for de trigonometriska
funktionerna. De forsta dr formlerna for dubbla vinkeln, dvs det vi far i additionssatserna om
u ="t.
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Sats 2.5 (Formler for dubbla vinkeln). For alla viirden pa t géiller att
sin(2t) = 2sin(t) cos(t),
cos(2t) = cos?(t) — sin?(t).

Uttrycket for cosinus for dubbla vinkeln kan skrivas om pa tva sitt med hjdlp av den trigono-
metriska ettan. Vi far att

cos(2t) = cos?(t) — sin®(t) = 2cos?(t) — 1 = 1 — 2sin®(¢t).
Detta kan vi anvianda for att hiarleda formler for halva vinkeln.

Sats 2.6 (Formler for halva vinkeln). For alla virden pd t gdller att

2 2

Laskoll 2.2.3. Kolla att Sats 2.5 och Sats 2.6 stimmer.

2.3 Funktionsgrafer

Har man en funktion f: R — R sa &r detta inget annat dn en tillordning som till varje tal z
bestdmmer ett annat tal f(z). Grafen till en funktion f dr mingden av punkt i planet pa formen
(x, f(x)). Dessa tva begrepp, funktion och funktionsgraf, r det viktigt att halla isir.

Innan vi ritar funktionsgraferna till de trigonometriska funktionerna, mérker vi foljande:
Maxvirdet till sinus- och cosinusfunktionerna ar 1, och minimum ar -1. Vidare har vi att funk-
tionsgrafen till sinus skir x-axeln i + = 7n, for alla heltal n. Funktionsgrafen till cosinus skér
z-axeln i x = 7/2 4+ mn = (2n + 1)7/2, for alla heltal n. Graferna till de trigonometriska
funktionerna ser ut som

4 y=sin(¥) 4 y=cos(x)

i
s
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4 y=tan(x)

Laskoll 2.3.1. Rita in koordinater till x-axeln och y-axeln for funktionsgraferna till sinus och
cosinus.

Funktionen tan har inget maximum eller minimum, och funktionen &r ej definierad for
virderna t = (2n + 1)m/2. Vidare ser vi att cosinus ir en jéimn funktion, dvs

cos(—t) = cos(t), for alla ¢
och att sinus och tangens dr en udda funktioner, dvs

sin(—t) = —sin(t) och tan(—t) = — tan(t), for alla ¢.

2.4 Period

En funktion f(t) dr periodisk om det finns ett tal w > 0 sddan att f(t +w) = f(t) for alla véirden
t. Funktionen har period w om w dr det minsta talet w > 0 sadan att f(t +w) = f(t), for alla ¢.

Av definitionen av bade sinus- och cosinusfunktionen &r det klart att de &r periodiska, och att
perioden 360°, eller 27 radianer. Med andra ord har vi att

sin(t +27) =sin(t) eller sin(¢ +360°) = sin(¢)
cos(t +2m) = cos(t) eller cos(t+ 360°) = cos(t)

for alla védrden pa t. Tangensfunktionen &r ocksa periodisk, men perioden dr 180° eller 7 radianer,
dvs
tan(t +m) =tan(t) eller tan(t+ 180°) = tan(t),

for alla vérden pa ¢.

Liskoll 2.4.1. Visa att perioden, T, for funktionen f(t) = Asin(wt + ¢), dir A,w och ¢ dr
konstanter, ges av
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2.5 Amplitud, vinkelhastighet och fasforskjutning

Ett vanligt sétt som sinusfunktioner férekommer i tillimpningar &r pa formen
J(t) = Asin(wt + ),

dar A dr amplituden, w (omega) ér vinkelhastigheten och ¢ (fi) ar fasforskjutningen. Genom att
anvinda additionssatsen for sinus kan vi skriva om ett sadant uttryck som

f(t) = Asin ¢ coswt + A cos ¢ sin wt.

Notera att bade sin ¢ och cos ¢ &r konstanter. Funktionen f(¢) dr med andra ord pa formen
acosu + bsinu, dir a och b dr konstanter, och diar u = wt. Det betyder ocksa att vi kan ga
at andra hallet och skriva om ett uttryck pa formen

f(t) = acoswt + bsinwt

som ett uttryck med amplitud och fasforskjutning om vi fér att

a = Asin ¢,
b = Acoso,

for nagra reella tal A och ¢.

Liskoll 2.5.1. Om talen A och ¢ dr sadan att Asin(¢) = a och Acos(¢) = b # 0. Visa att da
har vi att

a’ 4+ b* = A* och = tan ¢.

a
b
2.6 Trigonometriska ekvationer
De mest grundlidggande trigonometriska ekvationerna har formen

(1) sint=a, (2) cost =a, eller (3) tant =a.

Om vi gar tilbaks till graferna for dessa tre funktioner sa ges 16sningarna till ekvationerna ovan
som skdrningen mellan funktionsgraferna och den horisontella linjen y = a. For att de forsta tva
ekvationerna ska ha nagon reell 16sning alls krivs att —1 < a < 1, medan den tredje ekvationen
alltid har reella 16sningar.

Eftersom funktionerna sin(t), cos(t) och tan(t) dr periodiska féorekommer 19sningarna till
ekvationerna ocksa periodiskt. Om ¢ = t; dr en 16sning till den forsta ekvationen &r ocksa ¢+ 2,
och faktisk vill ¢y 4+ 27n, for heltal n, vara en 16sning. Da cos ocksa har period 27 vill ¢ty + 27n
vara 16sningar till den andra ekvationen om cos(ty) = a. Om t = t; dr en 19sning till den tredje
ekvationen dr ty + 7mn ocksa 16sningar.

Genom att titta pa enhetscirkeln, eller funktionsgraferna, ser vi att vi inte har fangat upp
alla 16sningar. I intervallet 0 < ¢ < 2 finns det tva 16sningar bada till (1) och till (2), om
—1 < a < 1. Dédremot finns det for @ = +1 bara en 10sning 1 samma intervall.

Genom egenskaperna hos sinus och cosinus kan vi formulera detta som att om ¢ dr en 16sning
till (1), sa &ar ocksa 180° — ¢, eller m — ¢, en 16sning. P4 samma sitt 4r —¢, en 10sning till (2) om
to dr det. Vi samanfattar.
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Sats 2.7. Om sin(p) = a da ges alla losningar till ekvationen sin(z) = a som x = 2w £ p for
alla heltal n. Om cos(p) = a da ges alla losningar till ekvationen cos(x) = a somx = 2w £ p
for alla heltal n.

Laskoll 2.6.1. Bestdm alla losningar till ekvationerna

a) sin(z) =1/2 och b) 2cos(x) = V2.

2.7 Allminna trigonometriska ekvationer

En mer allmin trigonometrisk ekvation kan ofta formuleras om till en av de grundldggande va-
rianterna genom att anvinda olika trigonometriska och algebraiska samband. Exempelvis kan vi
for en ekvation

acos(wt) + bsin(wt) = ¢

forst skriva om vénsterledet som A sin(wt + ¢). Vi far da
Asin(wt + ¢) = ¢

Sedan kan vi gora variabelbytet x = wt + ¢ och ekvationen hamnar da i den mer grundldggande
formen

, c
sinx = —.
A
Nar vi har 16st den och far en 16sningar
T =19+ 2N och T=T—Tg+ 21N
kan vi 16sa ut ¢ som (z — ¢)/w och
_ 9 — Ty — 2
Yo ¢+ ™ och ,_ T T gb+ .
w w w w

2.8 Trigonometriska inverser

De tva foregaende sektionerna diskuterade existensen av 16sningar till de grundlaggande trigo-
nometriska ekvationera (1), (2) och (3) ovan. I praxis kan man litt forestélla sig att man vill hitta
losningarna. Till detta kan man anvidnda minirdknarnas arcsin-, arccos- och arctan-funktioner.
Ok, dessa funktioner &r ldskiga, och ibland har de helt andra namn, men lat oss ta en i taget. Om
vi borjar med ekvationen

sint = a,

och tittar pa funktionsgrafen till sinus. Losningarna ges av skiarningspunkterna mellan funktions-
grafen och linjen y = a. Vi kan anta att —1 < a < 1, annars har vi inga 16sningar. Slar vi nu
in arcsin(a) i var minirdknare sd kommer den ge oss det unika tal ¢ i det halvoppna intervallet
(—m/2,7/2], sadan att sin(t) = a.
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Det ir inget unikt eller speciellt med vart val av intervall, men vi har valt ett. Mérk ocksa att
vi har valt att inte ta med — /2 i intervallet, men att vi tar med 7 /2. Podngen é&r att vi har valt ett
intervall sadant att ekvationen sin(¢) = a har en unik 19sning i intervallet.

P& motsvarande sitt ger funktionen arccos(a) det unika tal ¢ i det halvoppna intevallet [0, 7)
sadan att cos(t) = a, for —1 < a < 1 och funktionen arctan(a) ger det unika tal ¢ i det Gppna
intervallet (—m/2, 7/2) sadan att tan(¢) = a, for reella tal a.

Uppgifter

Ovning A. 2.1. Bestim, utan miniriiknare, cosv om sinv = 3/50ch 0 < v < 7 /2.
Ovning A. 2.2. Bestim, utan miniriknare, sinv om cosv = —4/5 och m < v < 31 /2.

Ovning A. 2.3. Anviind enhetscirkeln och Pythagoras sats for att bestimma cos(t) och sin(t)
nirt = m/3,7/4 och 7 /6.

Ovning A. 2.4. Bestim cos(t + u) och cos(t — u) ndir cos(t) = 1/5 och sinu = 3/5, och
0<tu<m/2

Ovning A. 2.5. Bestim cos(t + u) och cos(t — u) ndr cos(t) = —4/5 och sin(u) = 1/3 och
/2 <t u<m.

Ovning A. 2.6. Bestim, utan minirdiknare

. om .m
sin— och sin—.
12 12

Ovning A. 2.7. Bestim amplitud, vinkelhastighet och fasforskjutning till funktionerna
f(t) =3sin(t — 5), g(t) =2sin(t/24+7) och h(t) = 4cos(5t).

Ovning A. 2.8. Bestim amplitud, vinkelhastighet och fasforskjutning till funktionen

2
£t) = §<cos(5t) + sin(5t)).
Ovning A. 2.9. En Nautisk mil defineras som baglinden lings ekvatorn, under 1 minut rest med

Jordens hastighet. Anvind att jordens radie dr 6, 378.135 km for att bestimma en Nautisk mil.

Ovning A. 2.10. Bestiim, utan miniriknare, arcsin(0) och arcsin(\/Ti).

Ovning A. 2.11. Bestim, utan miniriknare sin(arccos(\/ii)) och sin(arccos(3)).

(")VHing A. 2.12. Lis, utan minirdknara, ekvationerna

a) 2arccosz =7m och b) 12arcsinz — 4w = 0.
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2.9 Uppgifter fran kontrollskrivningar och tentamina
Ovning 2.9.1.

a) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen

T 1
tan(3mr + <) = —=.
C))
b) Ien triangel dr cosinus for tva av vinklarna 1/4, respektive 1/2. Anvind additionsformeln
for cosinus for att bestimma cosinus av den tredje vinkeln. 3

¢) Om cosav = 1/4 och cos 3 = z, vad &r det da for villkor pa = for att triangeln har tva
vinklar som ar lika? 2)

Ovning 2.9.2.

a) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen

in(wt + 7r) 1

sin(wt + =) = ——
2 2’

déir w = 1007. )

b) Skriv om 5sinwt — 12 coswt pa formen A sin(wt + ¢). 3)
¢) Bestdm det storsta och det minsta virdet av funktionen

f(z) =asinx +bcosz + ¢

dér a, b och c idr reella konstanter. 2)
Ovning 2.9.3.

a) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen

sindx = cos bz.

3)

b) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen

cosST —slnx =

S~

C))

¢) Anvind formeln for cosinus av dubbla vinkeln for att finna ett exakt uttryck for sin 7/12.

(2
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Ovning 2.9.4.

a) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen
tan 2z = /3.

3)

b) For att bestimma extremvirdena for funktionen f(z) = sin 2z cos x leds man till att finna
nollstillena till derivatan g(x) = f'(z) = 2 cos 2z cos x — sin 2z sin z. Forenkla uttrycket
for g(x) och bestdm alla 16sningar till den trigonometriska ekvationen g(z) = 0. 4)

¢) Hirled formeln

T V2(1+V3)

COS— = ——"7—"7"""—"

12 4
med hjilp av nagon av additionsformlerna. (2)
Ovning 2.9.5.
a) Skriv om sin z — /3 cos z pa formen A sin(z + b). 3)

b) Anvind resultatet fran a) for att bestimma samtliga 16sningar till ekvationen

sinx — \/gcosx: \/5

C))
c¢) Hirled, med hjilp av additionsformlerna och trigonometriska ettan, formeln for sin(z/2)
uttryckt i cos z. 2)
Ovning 2.9.6.
a) Bestam samtliga 16sningar till ekvationen 4)
(o= =7
cos {3z —— ) = ———=.
4 V2

b) Anvind additionsformlerna och trigonometriska ettan for att skriva om sin 3z som ett po-
lynom i sin x och cos 3z som polynom i cos x. Q)
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Ovning 2.9.7.

a) Rita upp grafen for funktionen f(z) = 3,5cos(4,4x) i intervallet 0 < x < 27/3 och
bestdm alla l6sningar till ekvationen

3,5cos8(4,4x) =1,2
i samma intervall. Ange 16sningarna med tva virdesiffror. 4)
b) Hur manga 16sningar har ekvationen

sin(wt + ¢) = 0,242

i intervallet 0 ms < ¢ < 94 ms, om w = 3, 14 - 10? radianer/s och ¢ = —27/3? 2)

b) Man kan skriva om a sin(wt) + bsin(wt + 27 /3) pa formen A sin(wt + ¢). Bestdim ampli-

tuden A uttryckt i a och b. 3)
Ovning 2.9.8.

a) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen

sin <2I; W) _ V3

2
3
b) Bestdm den minsta positiva ldsningen till ekvationen
1,2sinz + 1,4cosx = 0,54
med tva gillande siffrors noggrannhet. 4)

¢) Anvind sinussatsen for att hirleda additionssatsen for sinus i det fall da alla inblandade
vinklar ligger mellan 0° och 180°. 2)

Ovning 2.9.9.
a) Bestidm samtliga nollstéllen till funktionen
) T
f(z) =2sin (Sx + Z> + 1.
3
b) Bestdm samtliga 10sningar till ekvationen
sinx + sin 2z = 0.

3
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c¢) Vilket dr det minsta positiva tal, x, dir det inte spelar ndgon roll om man har minirdknaren
instdlld pa radianer eller grader niar man skall berdkna sin z? 3)

Ovning 2.9.10.

a) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen

3 2
3
b) Bestidm ett nirmevirde med tva gillande siffror till den minsta positiva 16sningen till ek-
vationen
sinz + 2cosz = V2
C))
¢) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen
sinx + sin 2z + sin 3z = 0.
(2)
Ovning 2.9.11.
a) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen
tan(2t + 7/5) = —V/3
C))
b) Bestim med tva virdesiffrors noggrannhet konstanterna A och ¢ sadana att
Asin(x + ¢) = 5sinz — 3cos .
3)
c¢) Skriv cos 4z som ett polynom i cos x. 2)

Ovning 2.9.12.

a) Bestdm samtliga 10sningar 1 intervallet 57 < ¢ < 7 till ekvationen

Ange svaret exakt i radianer. 3)
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b) Bestdm den minsta positiva 10sningen till ekvationen
5sinx + 8cosx =0
med en noggrannhet pa tre géllande siffor. 3)

¢) Uttrycket asin? z + bsin x cos z + ccos® x kan skrivas om pa formen Asin(2z + ¢) + B.
Bestam konstanterna A och B uttryckta i a, b och c. 3

Ovning 2.9.13.

a) Bestam samtliga 16sningar till ekvationen

tan(3z + 7/4) = V3.

3
¢) Bestdm den minsta positiva 16sningen till ekvationen
2,0sinx — 3,2cosx = 2,4.
Ange svaret som ett nirmevirde med tva decimalers noggrannhet. 4)

c) Bestdm konstanterna a och b sa att kurvan y = acosx + bsinx gar genom punkterna
(z,y) = (0,2) och (z,y) = (/3, —1). (2)

Ovning 2.9.14.
a) Bestdm alla 10sningar till ekvationen
sin(bz + 37 /5) = 0,96

som ligger i intervallet 0 < x < 7. Ange svaren som narmevirden med tva decimalers
noggrannhet. 4

b) Bestdm exakta uttryck for samtliga 16sningar till ekvationen

V3

SiInx — CcoST = —

ok
3
c) Hirled formeln for tangens av dubbla vinkeln, det vill sdga uttryck tan 2z i1 tan x. (2)
Ovning 2.9.15.
a) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen
cos(2z +m/3) = 0,62

iintervallet 0 < x < 27. Ange svaren med tre gillande siffrors noggrannhet. 3)
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b) Skriv om uttrycket 4 sin x + 3 cos x pa formen A cos(x + ¢).

c) Bestdm samtliga I6sningar till ekvationen

sin®z + sin 2z = 1.

Ovning 2.9.16.

a) Bestim samtliga 16sningar i intervallet —7w /4 < x < 7/4 till ekvationen
2tan(3z +2) = 1.

Ange svaren i radianer med tva gillande siffrors noggrannhet.
b) Skriv sin 22 + /3 cos 2z pa formen Asin(2z + ¢). Ange svaret exakt.

c) Bestdm exakta virden pa samtliga 16sningar till ekvationen

2¢in? x + sin 2z = 2.

Ovning 2.9.17.

a) Bestdim de tvd minsta positiva losningarna till ekvationen
3mt — 27
13sin | —— ) =8.
(=)

Ange svaren med tre gillande siffrors noggrannhet.

b) Bestdm samtliga 10sningar till ekvationen
sin®t + 2sint cost + 3cos’t = 1
Ange svaren pa exakt form.

¢) Bestim konstanterna a, b och w sa att ekvationen

acoswt + bsinwt = 2

28

3

3)

3)
3)

3)

3)

3)

har 16sningarna ¢t = —2+24n och t = 4+ 24n, dir n dr ett godtyckligt heltal. Ange svaren

pa exakt form.

Ovning 2.9.18.

3)
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a) Bestdm den minsta positiva 16sningen till ekvationen
cos(3z 4+ m/7) = 1/4.
Ange svaret i radianer med tva virdesiffrors noggrannhet. 3

b) Bestim konstanterna A och ¢ si att 2 cos 2z + sin 2z = A cos(2z + ¢). Ange svaren som
ndarmevarden med tva virdesiffrors noggrannhet. 3

c) Bestdm det exakta antalet 10sningar till ekvationen tan 5z = sin 10x 1 intervallet 0 < z <
100. 3)

Ovning 2.9.19.
a) Bestdm den 10sning till ekvationen
5sin(3mt+1) =3

som ligger ndarmast ¢ = 3. Ange svaret som ett nirmevérde med tva decimalers noggrann-
het. 4)

b) Skriv sin v —sin(v+21°)+sin(v+110°) pa formen A sin(v+¢). Ange A med tva géllande
siffrors noggrannhet ¢ i hela grader. 3

¢) I samband med variabelbyte i integraler dr det intressant att kunna uttrycka sin x och cos
som funktioner av tan(z/2). Hirled ett uttryck for sin x som inte innehéller nagra andra
trigonometriska funktioner én tan(x/2). (2)

Ovning 2.9.20.
a) Bestdm samtliga 16sningar till ekvationen
4sin(z/2 4 7/6) = —2.

Ange svaret pa exakt form. 3

b) Bestdm antalet 10sningar till ekvationen
3sinx —4cosz = 2

iintervallet 0 < z < 20. 4)

c) Bestdm samtliga I6sningar till ekvationen

3

sin® z + cos® z = 1.

2)
Ovning 2.9.21.
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a) Bestdm ett nirmevirde med tva decimalers noggrannhet till den minsta positiva 1osningen
till ekvationen
tan(2z — 7/3) +2 = 0.

3)
b) Bestdm antalet 10sningar till
5sin(3z) — 12 cos(3x) = 12
1intervallet 0 < z < 10. 4
c) Bestdm exakta virden till samtliga 16sningar till ekvationen
sin?(x) + cos(x) = 1.

(2)
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2.10 Facit

Ovning 2.1 (5B1134:Modelltentamen:2).
a) x = 2/9 + n/3,dirn ir ett heltal.
b) Cosinus for den tredje vinkeln ir (3v/5 — 1)/8.
¢) x=1/4ellerz = /6/4.
Ovning 2.2 (5B1134:KS:2:2003).
a) Samtliga losningar gesav ¢ = +1/1504n /50, dir n ir ett godtyckligt heltal.

b) 5sinwt — 12 coswt = 13 sin(wt + ¢) dir ¢ = arctan(—12/5) ~
—1,18.

¢) Det storsta viirdet ir ¢ + /a2 + b2 och det minsta iir ¢ — /a2 + b2.
()vning 2.3 (5B1134:Tentamen:031013:2).

a) Losningarna ir z = 7 (1 — 4n)/18 ochz = w(4n — 1)/2 dir n drett
godtyckligt heltal.

b) Losningarnaérxz = (—3 4+ 4)7 /12 4 27n dir n ir ett godtyckligt heltal.
¢) Ettexakt virde ir sin(7/12) = (V2 — v/3)/2.
Ovning 2.4 (5B1134:Tentamen:031103:2).

a) Losningarna ir x = 7 /6 + nm /2, dir n ir ett godtyckligt heltal.

b) Vikan skriva g(z) = 2 cos z(cos2 z — 2sin? x) och losningarna ir x =
m/2 + nm,ochx = + arctan(v/2/2) + nw ~ 0, 62 + n dir n ir
ett godtyckligt heltal.

()vning 2.5 (5B1134:Tentamen:040109:2).
a) sinz — v/3cosz = 2sin(z — 7/3).

b) Losningarnair x = 7w /12 + 2wn ochx = 137w /12 4 27n, dir n drett
godtyckligt heltal.

¢) sin(z/2) = £/(1 — cosz)/2, med positivt tecken om 47n < = <

47n + 27 for nigot heltal n, annars negativt.
()vning 2.6 (5B1134:Tentamen:040821:2).

a) Losningarnadrz = 7/3 + 2wn/3och z = 7/2 4+ 27n /3, dir n ir ett
godtyckligt heltal.

b) Vifarattsin3z = 3sinz —4 sin® z och cos 3z = 4 cos

x — 3 cos .
Ovning 2.7 (5B1134:K52:2004).

a) Losningarmadraxz = 0,28, = 1,20chx =1, 7.

b) Det finns nio I6sningar till ekvationen i intervallet.

c) Amplituden ir A = \/m.

()vning 2.8 (5B1134:Tentamen:041011:2).

a) Losningarna till ekvationen ges av & = 57 /2 + 3wn och z = 37n, dir n ir
ett godtyckligt heltal. (150° + n - 540° och n - 540°.)

b) Den minsta positiva Iosningen ges av  ~ 2, 0.
()vning 2.9 (5B1134:Tentamen:041030:2).

a) Losningarnadrx = 117 /36 + 27n/3 och z = 197 /36 + 27n /3, dir
n dr ett godtyckligt heltal.

b) Losningarna ir x = nw, x = 27/3 + 2wn och x = 47 /3 + 27n dir
n dr ett godtyckligt heltal. (Losningen kan ocksa skrivas som @ = 27n /3 och
(2n + 1), for godtyckligt n.)

31

c) Det minsta positiva tal som uppfyller kravet ir = 1807 /(180 + ).
()vning 2.10 (5B1134:Tentamen:050112:2).

a) Losningarna ir 237 /24 + 27n /5 och 297 /24 + 27n /5, dir n ir ett god-
tyckligt heltal.

b) Den minsta positiva losningen ir « ~ 1, 35. (77, 3°)

¢) Losningarna éir n /2 och +27 /3 + 27n, dir n ir ett godtyckligt heltal.
Ovning 2.11 (5B1134:Tentamen:050829:2).

a) Losningarna gesavx = —4m /15 + nm /2, dir n ir ett godtyckligt heltal.

b) A=+34=5,8

c¢) cos4dx = 8cos?z —80052:c+1.
Ovning 2.12 (5B1134:KS2:2005).

a) Losningarnat = 167 /3 och t = 177 /3 iir de enda i det givna intervallet.

b) Den minsta positiva 16sningen ges av @ = 2,13 eller x = 122° med tre
gillande siffrors noggrannhet.

) A= (b2 +F (c—a)2)/20chB = (a+c)/2.
Ovning 2.13 (5B1134:Tentamen:051017:2).
a) Losningarna ges av x = 7 /26 + nm /3 dir n ir ett godtyckligt heltal.
b) Den minsta positiva losningen ges av z = 1, 70 radianer.
¢) Konstanternadra = 2 ochb = 74\/§/3,
(")vning 2.14 (5B1134:Tentamen:051024:2).

a) Losningarnaiintervallet 0 < o < wirxz ~ 1,14,z = 1,25,z ~ 2,39
ochx ~ 2,51.

b) Samtliga 16sningar ges av & = 77 /3 + 2mn och x = 117 /3 4 27n, dir
n dr ett godtyckligt heltal.

¢) tan2z = 2tanz/(1 — tan? x).
(")Vning 2.15 (5B1134:Tentamen:060113:2).

a) Losningamadrx = 2,17, = 3,07, = 5,31 ochxz = 6, 21, med tre
gillande siffrors noggrannhet.

b) 4sinxz+3cosz = 5cos(z+¢),dir¢p = — arctan(4/3) = —0, 927.

c) Losningarnair x = 7 /2 + nmwoch x = arctan(1/2) + n, dir n érett
odtyckligt heltal.

Ovning 2.16 (5B1134:KS2:2006).

a) Losningarnadr z = —0, 51 och x = 0, 54, med tva virdesiffrors noggrann-
het.

b) sin2z + V3 cos 2z = 2sin(2z + 7/3).

¢) Losningarna ges av /2 + nmwoch ¢ = w/4 + nm, dir n ir ett godtyckligt
heltal.

()vning 2.17 (5B1134:Tentamen:061016:2).

a) De tvd minsta positiva losningarna ért = 1, 37ocht = 3, 30, med tre gillande
siffrors noggrannhet.

b) Losningarna ges avt = 7w/2 + nmwocht = —7w/4 4+ nm, dir n ér ett
godtyckligt heltal.

¢) Konstanterna skall vara a = V3 +1,b= V3 —1lochw = /12
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(")vning 2.18 (5B1134:Tentamen:070116:2).
a) Den minsta positiva 16sningen dr  ~ 0, 29.
b) A=+5~2,20ch¢ ~ —0,46.
c) Det finns 479 16sningar till ekvationen i intervallet 0 < = < 100.
Ovning 2.19 (SF1620:KS2:2007).
a) Den 16sning som ligger ndrmast t = 3idrt ~ 2, 83.
b) sinv — sin(v + 21°) + sin(v + 110°) =~ 0, 64 sin(v + 115°).
¢ sinz = 2tan(z/2)/(1 4 tan?(z/2)).
()vning 2.20 (SF1620:Tentamen:071015:2).

a) Losningarna ir ¢ = —2w/3 + 4nn och x = 27 + 47n, dir n ir ett
godtyckligt heltal.

b) Det finns sex 16sningar till 3 sinxz — 4 cos x = 2iintervallet 0 < z < 20.
¢) Losningarn till ekvatinonen ér ¢ = 2wrnochxz = 7/2 + 27n.
()vning 2.21 (SF1620:Tentamen:080119:2).
a) Den minsta positiva 16sningen ir x ~ 1, 54.

b) Ekvationen har tio 16sningar i intervallet 0 < z < 10.

¢) Losningarnaér x = 7 /2 4+ nwoch x = 27n, for heltal n.

32
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3 Tredje veckan — Komplexa tal och exponentialfunktionen

3.1 Komplex multiplikation

En punkt i planet &r ett ordnat talpar (a,b). Tva punkt i planet (a, b) och (¢, d) kan adderas och
subtraheras pa ett naturligt sitt:

(a,b) + (¢,d) := (a+ ¢, b+ d)
(a,b) — (¢,d) == (a —c,b—d),

dir operationerna gors komponentvis. Vi skall definiera en multiplikation mellan punkter i planet,

men vi kommer inte att gora detta komponentvis. Innan vi definierar multiplikationen ska vi

infora en ny notation. Vi kommer hérefter skriva talparet (a,b) som a + bi dér ¢ enbart dr en

formell variabel som héller reda pa den andra koordinaten. Vi tilldter da ocksa beteckningarna

bi + a och a + ib for talparet (a, b). Denna formella variabel i kallas den imagindira enheten.
Lat a + bi och ¢ 4 d ¢ vara tva punkt i planet. Multiplikationen &r definierad som

(a+0i) - (c+di) := (ac — bd) + (ad + bc) i.

Vi skall senare inse att multiplikationen &r naturlig, &ven om den for 6gonblicket kan verka lite
konstig. Det vi nu skall l1dgga marke till 4r att multiplikationen av tva talpar ger ett talpar. Denna
multiplikation kallar vi komplexa multiplikation.

Liskoll 3.1.1. Visa att (1,0) multiplicerad med ett godtyckligt talpar (a,b) ger tillbaka talparet
(a,b).
De reella talen kan vi tdnka pa som element pa horisontal axeln, dvs punkt i planet pa formen

(a,0) eller a+i-0. Vi ser att multiplikationen utvidgar den vanliga multiplikationen for de reella
talen och vi kommer dérfor i fortsittningen skriva punkter pa formen a + 07 enbart som a.

Liskoll 3.1.2. Visa att talparet (0, 1) multiplicerad med sig sjilv blir —1.

I fortséttningen vill vi inte skriva ut talet noll. Talparen a+0 ¢ och 0+0b ¢ skrivs i fortsdttningen
som a respektive bi. Speciellt kommer vi skriva ¢ iséllet for 0 + 17. Med denna notation, och
med Liskoll 3.1.2 har vi att i = —1. Med andra ord har vi att ekvationen z?> = —1 har 16sning
nir vi betraktar komplex multiplikation.

3.2 Konjugat

Den multiplikativa inversen till ett nollskilt reellt tal @ # 0 ges av 1/a. Den multiplikativa in-
versen till en nollskild punkt a + b # 0 + 7 - O &r inte lika enkel att beskriva. Vi borjar med att
beskriva det komplexa konjugatet. Det komplexa konjugatet a + b till ett talpar a + b definieras
som

a+ib:=a+i(—b).
Med andra ord dr komplexa konjugatet till ett talpar a + b det talpar vi far om vi speglar i

den reella axeln. Speciellt har vi att a + b = a + ib. Notationen vi anvinder for det komplexa
konjugatet dr a + ib = a — 7.
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Liskoll 3.2.1. Visa att (a + ib) - a + ib = a® + b%

Sats 3.1. Ldt z = a + ib vara ett nollskilt talpar. Da ges den multiplikativa inversen z=* av

formeln
-1 a . b

T2+ @b

Liskoll 3.2.2. Visa satsen genom att multiplicera ihop z och z~*.

Av satsen ovan har vi att varje nollskilt talpar a + ¢b har en multiplikativ invers. Planet med
den komplexa multiplikationen kallas for det komplexa planet, och talpar a + ib kallas komplexa
tal.

3.3 Polar form

Varje punkt i planet (a, b) kan beskrivas i polédra koordinater. Istillet for att ange placering av en
punkt i z-led och y-led, kan vi ange placeringen med en vinkel # och avstand r fran origo. Som
tidigare méter vi vinklar moturs, med borjan ldngs den positiva delen av den horisontella axeln.
Vi miter vinklar i radianer, och viljer dessa i det halvoppna intervallet [0, 27).

Det dr da klart [av figur] att det till varje punkt (a,b) # (0,0) finns en unik radie r och en
unik vinkel #. Omvint giller att det givet ett positivt tal » > 0, och en vinkel # finns ett unik
punkt (@, b) som motsvarar dessa. Sambandet ges av

b =rsinb

{ a =rcosb

eller

=7 +arccos? omb<0

= a >
VETE —r och { 0 arccosg omb >0
Vi definierar radien till (0, 0) att vara = 0. Da varje punkt i planet kan ges i polira koordinater
sa kan ocksa komplexa tal a + ib ges i poldra koordinater (r, 6).

Liskoll 3.3.1. Om (r, 0) dir polira koordinater till ett komplext tal, visa da att det komplexa talet
dr r cos(#) + irsin(6).

Liskoll 3.3.2. Om (r,0) dr polira koordinater till ett komplext tal, visa att (r,—0) dr poldra
koordinater till dess konjugat.

Sats 3.2. Lat z = (r,0) ochw = (s, ) vara tvda komplexa tal i polira koordinater. Den komplexa
produkten z - w har dd polira koordinater zw = (rs,0 + ). Med andra ord,

z-w =rscos(f + @) +irssin(f + ¢).

Laskoll 3.3.3. Anvdind definitionen av komplex multiplikation och additionsformler for sinus och
cosinus for att visa satsen.
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Sats 3.3. Om z = (r,0) dr polirkoordinaterna till ett nollskilt komplext tal, da har vi att dets
multiplicativa invers 2~ har poléir koordinater (1/r, —0).

Liskoll 3.3.4. Visa satsen genom att multiplicera ihop z och z~1.

Den komplexa multiplikationen vi definierade sag lite konstig ut, och speciellt var det inte
alls klart vad den underliggande geometriska bilden var. Om vi har tva punkt i planet z = a + ib
och w = ¢ = id, vilken punkt i planet beskriver da produkten z - w? Med de poldra koordinaterna
ar svaret pa denna fraga klart: Vi multiplicerar radierna och adderar vinklarna.

3.4 Exponentialfunktionen

Lat a vara ett reellt nollskilt tal. For varje positivt heltal n > 0 kommer vi att med a" mena
produkten av a med sig sjilv n ganger. Om n = 0 definierar vi a® = 1, och for negativa heltal
—n < O sétter via™" := 1/a™.

For reella positiva tal @ > 0 finns det for varje positivt heltal n en unik reell n’te enhetsrot
b till a. Dvs., ett unikt tal b sidan att b" = a. Vi definierar dirfor an = b. For negativa heltal

—n < 0 definierar vi a— att vara den unika n’te enhetsroten till 1/a. Vi har da en naturlig
definition for potenser av rationella tal 2, vi sétter ndmligen

Laskoll 3.4.1. Kolla att deﬁpnitionen over dr oberoende av representant av rationelt tal, dvs. om
m/n = p/q dd blira~ = as.

Liskoll 3.4.2. Visa att a™ = (a™)'/".

Det ér sant att varje reelt tal « kan skrivas som en grins av rationella tal {¢; };>o. Vi tar detta
faktum for givet, och definierar da potenser i allménhet vid

a® = lim {a%}.

Vi kallar funktionen som skickar talet z till a”, for exponentialfunktionen med bas a.
Sats 3.4. Lat a > 0. For alla tal x och y har vi
a*=a"-a¥ och (a*)¥=a".
Laskoll 3.4.3. Visa satsen for ratoniella tal x och y.

Sats 3.5. For 0 < a < 1 dr exponentialfunktionen strikt avtagande, dvs om x > y da gdller att
a® < a¥. For a > 1 dr exponentialfunktionen strikt viixande.

Laskoll 3.4.4. Visa satsen for rationella tal x och y.
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Talet @ = 1 dr speciellt da 1* = 1 for alla reella tal z. I fortsittningen betraktar vi enbart
positiv bastal a # 1.

Det ar relativt klart att exponential funktionen a” (a # 1) inte dr en begrinsad funktion. For
0 < a < 1 kommer funktionsvirdet a® att ga mot odndligheten nir = gar mot noll. Och for 1 < a
kommer funktionsvirdet av a” bli obegrinsad nér x blir storre och storre.

Av Sats 3.5 foljer det nu att det for varje positivt tal y > 0 finns det ett unikt tal x sadant
att a® = y, givet att det positiva talet a # 1. Detta tal x skriver vi som log,(y) och det beror
pa basen a och pa det positiva talet y. Om vi tinker oss exponentialfunktionen som en funktion
a'™): R — R frin de reella talen till de positiva talen, sa #r funktionen log,: Rt — R dess
inversa funktion. Vi kan skriva detta som sambandet

log,(a”) =z och alogav) — o

for alla reella tal x och alla positiva reella tal y > 0.

Sats 3.6. Ldat a # 1 vara ett positiv tal. For alla positiva tal x,y > 0 har vi

log, (zy) = log,(z) + log,(y) och log,(x¥) = ylog,(x).

Laskoll 3.4.5. Visa satsen.

3.5 Basen 10

Om basen a = 10 sd skriver vi enbart log istéllet for log,,. Logaritmfunktionen log dr implemen-
terad i de flesta minirdknare. Detta betyder att vi kan rikna ut log(y) vérden for givna virden y.
Speciellt kan vi da 16sa ekvationer pa formen 10 = y, dir y dr given och z dr det sokta talet.
Logaritmfunktionen log kan ocksa anvindas for att 16sa exponentialekvationer med godtycklig
bas, vilket nista sats illustrerar.

Sats 3.7. Ldt a # 1 vara ett positivt tal, och givet ett positivt tal y > 0. Ekvationen a® = y har
losningen

_ log(y)

- log(a)’

X

Bevis. Vi skriver a = 10'°8(®) och iy = 10'°8), Av Sats 3.4 far vi sedan att
a® = (1010g(a))r _ 1olog(a)x'

Ekvationen a® = 7 blir nu 10'°¢(®* = 10°¢(%)_ Vi anvinder inversfunktionen log pi ekvationen
och far

log(a) - x = log(y).

Nir vi delar med det positiva talet log(a) har vi visat satsen. O
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Uppgifter

Ovning A. 3.1.

Ovning A. 3.2.

Ovning A. 3.3.

Ovning A. 3.4.

Ovning A. 3.5.

Ovning A. 3.6.

Ovning B. 3.1.

Ovning B. 3.2.

Berdkna

a) (2+3i)-(1=3i) b) 5i-(5+1)

c) (1+1i)-(2—1) d) (i) (1+44)

Bestim de komplexa tal z = (a, b) sadana att

a) 2>=4
b) 2= -4
c) z2=6i

Skriv foljande tal pa polérform

a) 1—i b)) —5-5i ¢) —19
d) 1++3i e) 12 f) —V3—i.

Skriv foljande tal pa polérform
a) 2%ndrz=(2,7/3)

c) Zwlndrz=(1,7/4), w=(2,7/12)

o) (1-+v3)° d) (1-2§)
Skriv foljande tal pa form a + ib

a) (B+2i)(1—1i) b) (1—i)* o ($£)?
d) -+ e) Ltk £) sy 2

142 1—2 144

Los ekvationerna

20 —32 b) 10°=1000 ¢ 3°%'=42 d) logyx =4
logr =1 f) log(logz)=2 g¢g) (5%)? =30

Los ekvationerna for reella tal x och y.

a) i-(y+ir)=y— (2+3x)i
b) i3 =10i + 15
c) sin(3%) +iz? =1+ 12y

Skriv uttrycken som a + ib ndr

a) (c+di)"-(c—di)" n>0.
b) i n > 0.
c) (1+4)11

37
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Ovning B. 3.3. Lis ekvationerna.

a) 22%—2i=2
b) 23 =134+
c) 21=2-2i
d) 25=—\/3—3i

Ovning B. 3.4. Los ekvationen a2 + bz + ¢ = 0 diir a # 0,b och c dir reella tal.
Ovning B. 3.5. Ldr a,b # 1 vara positiva tal. Visa att ekvationen a® = vy har losning v =

log,(y)/ log,(a) (jmfr. bevis av Sats 3.7).

3.6 Uppgifter fran kontrollskrivningar och tentamina
Ovning 3.6.1.  a) Skriv 3 + (1 + 2i)? formen a + bi.

b) Hitta lgsningarna till ekvationen 2" = 5.

¢) Lgs ekvationen 2* + 2z = 1 + 2i.
Ovning 3.6.2.  a) Skriv (1 —4)® pd polirform.

b) Hitta de reella tal x och y sddan att

i3l08s(@®) 2y = 2iy + .

c) Bestdm alla losningar till ekvationen 2" = 1 + 1, ddr n > 0 dr et positivt heltal.
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4 Fjarde veckan — Deriveringsregler

4.1 Tolkningar av derivator
Tangentens lutning

Ett vanligt sitt att tinka sig derivatan av en funktion f(x) &r att se pa grafen for funktionen och
sedan pa tangentens lutning i en viss punkt. Vi tanker oss da att det dr litt att inse vad som menas
med en tangent, dvs en rit linje som gar genom punkten (a, f(a)) och som pa nagot vis ligger
mot funktionsgrafen.

Ay=f(x)

Vi kallar da riktningskoefficienten for tangenten i punkten (a, f(a)) for f’(a) och vi kan da
skriva tangentens ekvation som
y=[(a)z+b

for nagon konstant b. For att ta reda pa b kan vi sitta in x = a och ska da fa
fla)=fla)at+b <= b= f(a)—af(a)

Linjar approximation

Ett annat sitt &r att tinka sig att man forstorar upp omradet kring punkten (a, f(a)) sa att grafen
for funktionen ser ut som en linje som gar genom punkten. Riktningskoefficienten for den linjen
ar f’(a) och vi har att

f(x)~ f(a) + f'(a)(z — a)

for x néra a.
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Vi kan anviinda oss av linjir approximation for att se hur derivatan bor fungera i olika situa-
tiner. Exempelvis kan vi se hur derivatan av en produkt bor vara genom att se pa

f@)g(x) =~ (f(a) + ['(a)Az)(g(a) + ¢'(a)Ax)
= (a)g( )+ (f(a)g(a) + (a) '(s)Az + f'(a)g'(a) Az
fla)g(a) + (f'(a)g(a) + fla)g'(a)) Az

eftersom Ax? dr innu mycket mindre om nu Az redan dr mycket litet. Alltsa har vi kommit fram
till att om h(z) = f(z)g(z) har en derivata i punkten x = a sé skulle derivatan ges av

W(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Med hjilp av definitionen av derivata kommer man att kunna bevisa att detta faktiskt dr helt
korrekt, och kallas produktregeln eller Leibniz regel.

4.2 Feluppskattning

Om vi har mitt upp en storhet = med ett mitfel Az men egentligen vill ha reda pa y = f(x) kan
vi med hjilp av derivatan som en linjdrapproximation se att mitfelet fortplantas till ett fel i y som
ges av

y+ Ay = f(r+ Av) = f(z) + f(v)Az

vilket ger
Ay =~ f'(x)Az.

Vi kan alltsa se att f'(x) talar om hur mycket felet forstoras eller forminskas nér vi riknar ut y
fran det uppmiitta virdet x.

4.3 Derivatans definition

Nir vi har de hér tva tolkningarna kan vi se hur man skulle kunna finna en mer formell och
hallbar definition av vad som menas med derivata. Om vi tinker oss den forsta definitionen kan
vi dra en linje gensom punkterna (a, f(a)) och (a + h, f(a + h)) och se pa lutningen av denna.
Nir h narmar sig noll ska lutningen pa linjen ndrma sig tangentens lutning. Vi har ett striktare
matematiskt begrepp som motsvarar att néirma sig och som vi kallar grdnsvéirde. Vi ska inte ga
mer in pa definitionen av detta eftersom det kommer att studeras ingaende i nésta kurs. Tanken
ar att vi bara vi gar tillrackligt ndra punkten &r sikra pa att vi ligger mycket nira grinsviardet. Vi

far alltsa fla—+h) — fla) fla+h)— f(a)
Lo a — fla) . a —Jla
f(a)—}lllir(l) (a+h)—a _illlg(l) h '

)

Uttrycket (1) kallas differenskvoten. Mirk att talet h i differenskvoten ovan inte nddvendigtvis ar
ett positivt tal. En viktig podng &r att gransvérdet w ndr h — 0 for positiva h blir samma

gransvirde nidr h — 0 for negativa h.
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Exempel

Ett enkelt exempel att ha i minnet dr beloppfunktionen f(x) = |z|, vars funktiongraf uppenbar-
ligen inte har en vildefinerad tangentlutning for = 0. Berdknar vi differenskvoten i @ = 0 far

vi uttrycket
o £@HD) = @) _ L hl = Jh]
h—0 h h—0 h
som blir +1 om A > 0, och —1 om A < 0.

Sats 4.1 (Produktregeln). Om f(x) och g(z) dr deriverbara dir ocksd produkten h(x) = f(x)g(x)
deriverbar med derivata

W(z) = f'(x)g(x) + f(x)g (x).
Laskoll 4.3.1. Anvdnd produktregeln for att bestimma derivatan av en produkt av tre funktioner
f(@)g(z)h(x).
Central differenskvot

Ibland kan dett vara léttare att hantera den centrala differenskvoten

fla+h)—=fla=h)  fla+h)—fla—h)
@+ h)—(a—h) 2h '

Diéremot kan det hénda att grinsvirdet for denna existerar utan att den vanliga differenskvoten
(1) har nagot griansvirde. Ett enkelt exempel pé detta dr nir f(z) = |x|, dvs f(z) = z, forz > 0

och f(x) = —z da x < 0. Da blir den centrala differanskvoten for a = 0
f(OO+h)—f(O—h) h—h _0
(0+h)—(0—h)  2n

for alla h > 0, medan den vanliga differenskvoten blir —1 for negativa h och +1 for positiva h
(se Exempel 4.3).

4.4 Derivatan av sammansittning av funktioner — kedjeregeln

Har man tva funktioner f: R — R och g: R — R da kan man bilda tva nya funktioner vid
sammansittning. Anviander man forst funktionen g och sedan funktionen f far man funktionen
h : R — R som skickar ett godtycklig tal z till h(x) = f(g(z)). Den andra funktionen far vi
genom sammansittning i omvind ordning, och denna funktionen skickar x till g(f(z)).

Liskoll 4.4.1. Betrakta funktionerna f(x) = % och g(x) = sin(z). Beskriv de tvd olika funk-
tionerna f(g(x)) och g(f(x)) du far genom sammansdittning.

Sats 4.2 (Kedjeregeln). Om f(x) och g(x) dr deriverbara sd dr sammansdttningen h(x) =
f(g(z)) deriverbar med derivata
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Exempel

Genom att anvinda kedjeregeln pa funktionerna g(z) och f(x) = 1/x kan vi beréikna derivatan
av1/g(x) = f(g(x)) som

R N 4 €))
eftersom derivatan av f(zr) = 1/ = a1 ir f'(x) = —1- 272 = —1/2% Anvinder vi sedan

produktregeln kan vi derivera en kvot av funktioner genom kvotregeln.

Sats 4.3 (Kvotregeln). Om f(z) och g(x) dir derivebara dir kvoten h(z) = f(x)/g(x) deriverbar
diir g(x) # 0, med derivata

f'(@)g(x) — f(x)g'(x)
g(x)?
Liskoll 4.4.2. Bevisa kvotregeln genom att anvinda produktregeln pa funktionen

hzx) = f(x)- (1/9(x)).

h'(z) =

4.5 Derivatan av de trigonometriska funktionerna

For att se hur derivatorna av de trigonometriska funktionerna ser ut borjar vi med att derivera
sin x 1 punkten z = 0. Vi intresserade av grinsvérdet av differenskvoten
f(O+h)—f(0) sinh—sin0 sinh
h B h - h
da h gar mot noll. Eftersom bade téljare och nimnare byter tecken da h byter tecken sa blir
differenskvoten det samma, och vi kan anta att 4 > 0. Problemet med att bestimma grinsvérdet
av differenskvoten kvarstar dock. Ett trick vi vill anvinda dr nedanstaende figur.
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I figuren har vi en cirkelsektor med Oppningsvinkel A och med radie 1. Cirkelsektorn in-
nehéller triangeln med hérnen (0, 0), (1,0) och (cos h, sin i), men den ligger inuti triangeln med
hérn (0,0), (1,0) och (1,tan k). Hir kommer det att vara viktigt att komma ihag att vi raknar i
radianer.

Arean av cirkelsektorn dr /2. Vi har att arean av cirkelsektorn maste ligga inklamd mellan
areorna av trianglarna, och detta ger olikheterna

1. h 1
§smh<§<§tanh. (2)

Sats 4.4. Vi har att limy,_ Sizh =1

Bevis. Den forsta olikheten i (2) kan skrivas om som 322 < 1 genom att dela med /2. Den
andra olikheten kan skrivas om som cos h < Slgh, genom att dela med //2 och multiplicera med

cos h. Alltsa maste vi ha var differenskvot inklimd som

inh
cosh<%<1

for alla h som ligger mellan 0 och 7 /2. Eftersom

limcosh =1 och liml=1
h—0 h—0
maste dven griansvirdet for sin h/h da h gar mot noll finnas och vara lika med 1. O]

Vi har da visat att funktionen sin z dr deriverbar i punkten z = 0 och derivatan ir sin’ 0 = 1.

Laskoll 4.5.1. Anvdnd differenskvoten

cosh—cosO_cosh—l cosh+1 cosh—l_ cos’h — 1 B sin? h

h B h “cosh+1  h ~ h(cosh+1) h(cosh + 1)’
for att bestimma derivatan till cosinusfunktionen i punkten a = 0: Visa att denna differenskvot

dr mindre dn sin h dad sin h/h < 1. Argumentera sedan att grinsvirdet av kvoten existerar och
dr lika med 0, dvs att cos'(0) = 0.

Laskoll 4.5.2. Argumentera, genom att betrakta extremvdirden till funktionerna cos att cos’' 0 = 0.

Vi kénner nu till derivatorna av sin x och cos x i punkten x = 0. For att fa derivatorna i andra
punkter kan vi anvédnda additionssaterna (Sats 2.4):
sin(a + z) = sina cosx + cosasinz
cos(a + x) = cosacosx — sinasin z.
Sats 4.5 (Derivator av de trigonometriska funktionerna). Funktionerna sin x, cos x och tan x dr
deriverbara overallt diir de dr definierade och derivatorna ges av
1
sl / : /
sin’(x) = cos(x cos (x) = —sin(x och tan'(r) = ———.
(¢) = cos(a), (¢) = —sin(a) @)= o

Liskoll 4.5.3. Anviind derivatans definition och additionssatserna for att visa pastaenden for
sinus- och cosinusfunktionerna. Anvdnd dessa resultat samt kvotregeln for att bevisa pdstdendet
om derivatan for tan x.
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Mark

Det dr viktigt att observera att deriveringsformlerna for de trigonometriska funktionerna ovan
enbart giller nir vi méter vinklar i radianer. Om man insisterar pa att anvianda grader s kom-
mer det att dyka upp konstanter som man maste ta med sig, och som man snart finner mycket
irriterande.

Liskoll 4.5.4. Anvdnd central differenskvot for att héirleda derivatan av tan x. (Obs! Det funge-
rar for att vi redan vet att tan x dr deriverbar dir den 4r definierad.)

Laskoll 4.5.5. Anvdind linjir approximation for att komma fram till formeln for derivatan av en

kvot, h(z) = f(x)/g().

4.6 Derivatan av exponentialfunktionerna

Vi vill nu derivera exponentialfunktionen f(z) = a®, ddr basen a > 0 ir ett fixerad positivt tal.
Sétter man sedan in definitionen far vi

oy o St h) = fl@) ettt —at a1
== = Tl
Lat C(a) = limy_p % Det #r svart att ge en beskrivning grinsen C'(a), dven att visa

att detta blir ett tal dr svart. Men, av derivatans tolkning vet vi att tangentlutningen till punktet
(x,a”) pa funktionsgrafen &r precis C'(a)a”. Vidare sa vill vi hir acceptera det faktum att det
finns et unik tal a sadan att C'(a) = 1. Detta unika talet skriver vi som e.

4.7 Den naturliga basen

Talet e uppticktes av Leonard Euler, och kan formelt definieras som griansen

1

e:= lim (14 —)" ~ 2.718281.
n—oo n

Av alla baspotenser a > 0 kan man tycka att basen ¢ = 10 dr den mest naturliga. Men, fran ett

differentialteoretisk perspektiv ér talet e det naturliga valet da vi har att

z+h _ ,x
e e z

x\/ :

() =i —— ="
Nér vi deriverar en exponentialfunktion a” vill konstanten C'(a) dyka upp. For valet a = ¢
kommer denna konstant C'(e¢) = 1, vilket ger att derivering och integrering med den naturliga
basen blir enklare att ufora korrekt.

Inversfunktionen till funktionen e” kallas den naturliga logaritmen och skrivs In. Vi har alltsa

foljande samband

e =2 och Ine¥=y

for alla tal z, och alla positiva tal y > 0.
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Uppgifter

Ovning A. 4.1. Hitta en ekvation for tangentlinjen till funktionsgrafen y = x* i punkterna (0,0)
och (2,4).

Ovning A. 4.2. Hitta en ekvation for tangentlinjen till funktionsgrafen y = cosx i punkterna

(0,1) och (7 /4,/2/2).
Ovning A. 4.3. Hitta en ekvation for tangentlinjen till funktionsgrafen y = 3% i punkten (2,9).
Ovning A. 4.4. Anviind derivatans definition (1) for att bestimma derivatan till

2?, 2"(n>0), och x "(n>0).

)

Ovning A. 4.5. Anviind derivatans definition for att visa att funktionen \/x2 + x ej dir deriverbar
for x = 0.

Ovning A. 4.6. Anviind limpliga satser for att derivera

a) 2*4+23+22+2 b) sin?zr+sinxzcosz ¢) sinzcosw

e) sin(cosz) e) sin(z?) f) ==

Ovning A. 4.7. Funktionen In dr deriverbar. Anviind identiteten €™®) = x och kedjeregeln for
att bestdmma derivatan till In.
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4.8 Uppgifter fran kontrollskrivningar och tentamina

Ovning 4.8.1. Lat f : R — R vara den funktion som ges av f(z) = (2cosz + 1)*, for alla
reella tal .

a) Formulera kedjeregeln och anvind den for att derivera f. 3)
b) Bestim maximum och minimum for funktionen f pa intervallet 7/2 < z < 37 /2. 4)

c¢) Beskriv hur vi i allminhet finner extrempunkterna till o = ¢" da g : R — R ér en given
funktion och n dr ett positivt heltal. 2)

Ovning 4.8.2. Betrakta funktionen

SInx — Cos T

fx) =

eI

a) Formulera regeln for derivering av en kvot och anvind den for att berdkna derivatan av
f(z). Forenkla uttrycket sa langt som mojligt. 3)

b) Skissera grafen for f(x) pa intervallet 0 < x < 7 och bestim maximum och minimum av
f(z) pa samma intervall. 4)

c¢) Funktionen y = f(x) &r l6sningen till en differentialekvation
v+ ay + by = 0.
Bestim konstanterna a och b. 2)
Ovning 4.8.3. Betrakta funktionen f(z) = sinz + 2 cos? .
a) Formulera kedjeregeln och anvind den for att beridkna derivatan av funktionen f(x). (3)

b) Bestidm ndrmevérden till maximum och minimum for f(z) pa intervallet 0 < 2 < 27 med
tva géllande siffror. 4)

¢) Bestim exakta virden for maximum och minimum for funktionen f(z). 2)
Ovning 4.8.4. Betrakta funktionen f(z) = x(3 — 2)e /2

a) Berikna derivatan av funktionen f (). Ange noggrant vilka deriveringsregler som anvénds.

C))
b) Bestdm maximum och minimum for f(z) pa intervallet 0 < x < 10 och skissera grafen
for f(x) pa samma intervall. (5)

Ovning 4.8.5. Betrakta funktionen f(z) = (2% — z)e?®.

a) Berikna derivatan av funktionen f(x). Ange noggrant vilka deriveringsregler som anvinds.

C))
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b) Bestim maximum och minimum for f(x) pa intervallet —1 < z < 1 och skissera grafen

for f(z) pa samma intervall. (5)
Ovning 4.8.6.

a) Derivera funktionen f(z) = 8cos?z — 8 cos? x. (Var noggrann med att ange vilka derive-

ringsregler som anvénds.) (2)

b) Derivera funktionen g(z) = cos 2z sin 3. (2)

¢) Bestim ett viirde p& konstanten a s att funktionen h(z) = €% sin® x far ett lokalt maxi-
mum i punkten x = 7/3. 5)

Ovning 4.8.7.

a) Beridkna derivatan av funktionen

.2
sin” x
fla) ==
Ange noggrant vilka deriveringsregler som anvénds och hur de anviénds. 3)

b) Bestim det storsta och det minsta viirdet for funktionen g(z) = 223 — 3z + 2 pa intervallet
0 <z <1 och skissera grafen for g(x) pa samma intervall. Ange svaren exakt. 4)

¢) Anvind Newton-Raphsons metod med startvirde = 0 for att finna ett ndrmevirde till
den enda reella 16sningen till ekvationen

22 +3x+1=0.

Utfor tva iterationer och gor en uppskattning av felet. (2)
Ovning 4.8.8.
a) Derivera funktionen
o2 _ o2
o) = e

Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som anvinds och hur de anvinds. (3)

b) Bestdm det storsta och det minsta virdet for funktionen

sinx

g(z)

- 24 cosx

pa intervallet 0 < x < 27. Skissera ocksa grafen for funktionen pa samma intervall.  (4)

c¢) Harled derivatan av tan z direkt fran definitionen av derivata. (Ledning: Anvénd att (sinx)/x
gar mot 1 ndr x gar mot noll.) (2)
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Ovning 4.8.9.

a) Derivera funktionen
sin(x) — cos(z)

fz) =

Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som anvéinds och hur de anvéinds. (3)

sin(z) + cos(x)

b) Bestidm det storsta och det minsta virdet for funktionen

() 24z
T)=——
J 5+ 22

pa intervallet —5 < x < 5. Skissera ocksa grafen for funktionen pa samma intervall.  (4)
c¢) Visa direkt fran definitionen av derivata att en exponentialfunktion, /(x), uppfyller

h'(z) = h(x) };L,(((())))

2)
Ovning 4.8.10.
a) Beridkna derivatan av funktionen
f(z) = /1 — e2=cos(z)

som dr definierad for x > (. Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som
anvinds och hur de anvénds. 3)

b) Anvind Newton-Raphsons metod for att bestimma ett ndarmevérde till nollstillet till funk-

tionen f(z) = sin(z) + = — 1. Utfor tva iterationer med startvirde x = 0. och ange

nollstillet med korrekt antal géllande siffror. @

c¢) Harled formeln for derivatan av en produkt av tva deriverbara funktioner. 2)
Ovning 4.8.11.

a) Beridkna derivatan av funktionen

f(z) = Inzsin®z.
Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som anvinds och hur de anvinds.  (3)

b) Beridkna maximum och minimum f6r funktionen

(z) 202 + 8
X g
g 2xr + 3

pa intervallet 0 < x < 3 och skissera grafen for funktionen pa samma intervall. )
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¢) Om man behover berdkna +/57 med en miniridknare som saknar kvadratrotsfunktion kan
man anvinda Newton-Raphsons metod. Anvind den for att berdkna ett ndrmevidrde med
tre géllande siffrors noggrannhet utgiaende fran startvirdet zo = 7. 2)

Ovning 4.8.12.

a) Beridkna derivatan av funktionen

och ange tydligt vilka deriveringsregler som anvinds och hur de anvinds. ()]
b) Beridkna maximum och minimum f6r funktionen
flw) = vl

pa intervallet —2 < = < 2. Ange svaren exakt. Skissera ocksa grafen for funktionen pa
samma intervall. 4)

¢) Anvind Newton-Raphsons metod for att berdkna ett ndrmevérde till den 16sning till ekva-

tionen
4sinx = x
som ligger i intervallet 0 < x < 7. GOr tva iterationer fran startviardet zo = . 2)
Ovning 4.8.13.

a) Beridkna derivatan av funktionen
f(x) = e V¥ cos(x)

som dr definierad for x > 0. Var noggrann med att enge vilka deriveringsregler som
anvinds och hur de anvénds. 3)

b) Bestdm maximum och minimum for funktionen
g(x) = 2o/ — 32*/x
pé intervallet 0 < x < 1. Skissera ocksa grafen for funktionen pa samma intervall. 4)

c¢) For att bestimma maximum for funktionen h(x) = e~ sin(wt) for ¢ > 0 vill man hitta
det forsta nollstillet for derivatan, h'(x). En forsta gissning ir ¢ = 7 /2w, eftersom sinus-
funktionen har sitt maxmimum i den punkten. Anvind Newton-Raphsons metod for att
forbittra denna gissning. (2)

Ovning 4.8.14.
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a) Beridkna derivatan av funktionen

2cosx
J(w) = 1+ 2cos?z
ange noggrant vilka deriveringsregler som anvédnds och hur de anvénds. 3

b) Bestim maximum och minimum for funktionen

() = 2t
I =9 op
pa intervallet —1 < ¢ < 1 och skissera grafen for funktionen pa samma intervall. )]

¢) Visa med hjilp av derivatans definition att cos z dr deriverbar i x = 0 och att derivatan dr
lika med 0 i samma punkt. 2)

Ovning 4.8.15.
a) Beridkna derivatan av funktionen
f(z) = (14 sin®z)(2 + cos® x)

Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som anvénds och hur de anvénds. Férenkla
uttrycket sa langt det gar 4)

b) Bestim maximum och minimum for funktionen

() r? 41

€Tr) =

g r+1

pa intervallet 0 < z < 2. Skissera ocksa grafen for funktionen pa samma intervall. Q)

Ovning 4.8.16.
a) Bestdm derivatan av funktionen
f(z) = e V¥ tanz, 0<z<m/2
Ange noggrant vilka deriveringsregler som anvénds och hur de anvénds. 3)
b) Bestdm maximum och minimum for funktionen
g(x) =2 -3x+1
pé intervallet 0 < x < 2. Ange svaren pa exakt form. 3)

¢) Anvind Newton-Raphsons metod for att finna ett ndrmevirde till den 16sning till ekvatio-
nen
* +1 =23z

som ligger i intervallet 0 < x < 1. Borja med xy = 0 och utfor tva iterationer. Uppskatta
noggrannheten i svaret. 3)
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Ovning 4.8.17.

a) Bestdm derviatan av funktionen

cost
t) =sin’¢t+3 :
J() = st + cos 3t
Ange noggrant vilka deriveringsregler som anvénds och hur de anvénds. 3)

b) Bestidm det storsta och minsta virde funktionen
g(x) = 3sin®t +4cost

antar pa intervallet 0 < ¢ < 7/3. Ange svaret med tre gillande siffrors noggrannhet och
skissera grafen for funktionen pa samma intervall. 4)

¢) Det finns en vixande deriverbar funktion f(x) som dr definierad pa intervallet —1 < x < 1

och som uppfyller
sin(f(x)) ==
for alla —1 < x < 1. Anvind kedjeregeln for att beridkna derivatan for f(z). 2)
Ovning 4.8.18.

a) Beridkna derivatan av funktionen
f(z) = e cos .
Var noggrann med att ange vilka deriveringsregler som anvinds och hur de anvinds. (3)

b) Bestdm det storsta och det minsta virdet av funktionen
g(t) = 4sin®t + 3cost
pa intervallet 0 < ¢ < 7 och skissera grafen for funktionen pa samma intervall. )]

¢) Anvind Newton-Raphsons metod for att bestimma ett ndrmevérde for den 16sning till
ekvationen % + 2z = 1 som ligger i intervallet 0 < x < 1. Bérja med o = 0 och utfor tva
iterationer. Uppskatta ocksa felet i svaret. (2)

Ovning 4.8.19.

a) Bestdm derivatan av funktionen

g(t) =e" (sint— ), 0<t<m/2

cost

Ange noggrant vilka deriveringsregler som anvénds och hur de anvénds. R))
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b) Bestdm maximum och minimum for funktionen
g(x) = 2sin®z + cos®z + 1

paintervallet 0 < x < 7. Ange svaren med tva decimalers noggrannhet och skissera grafen
for funktionen pa det givna intervallet. 4)

c¢) Lat h(z) vara den deriverbara funktion som uppfyller tan(h(z)) = x for alla z i intervallet
—m/2 < x < m/2. Anvind kedjeregeln for att bestimma derivatan av funktionen h(x). (2)

Ovning 4.8.20.
a) Bestdm derivatan av funktionen
sin(3x)
J(w) = In(z? +4)
Ange noggrant vilka deriveringsregler som anvénds och hur de anvénds. 3

b) Bestidm det storsta och det minsta viarde funktionen
ft) =e* —3e* 42

antar pa intervallet 0 < ¢ < In(3). Ange svaren med exakta virden och skissera grafen for
funktionen pa samma intervall. (C))

c) Bestim exakta virden for koordinaterna for skdrningspunkten mellan tangenterna till kur-
van y = €” i punkterna z = 1 och x = 2. 2)

Ovning 4.8.21.
a) Bestdm derivatan till funktionen

cos(wt) — sin(wt)

ey = S,

didr w dr en konstant. Ange noggrant vilka deriveringsregler som anvinds och hur de
anvinds. 3)

b) Bestidm det storsta och det minsta viardet funktionen

g9()

antar pa intervallet 0 < z < 3 och skissera grafen for funktionen pa samma intervall. Ange
svaren pa exakt form. 4)

B 1—=x
1422

¢) Anvind Newton-Raphsons metod for att hitta ett ndrmevérde till enda reella 16sningen till
ekvationen x® — 2z = —2. Jimfor vad som hinder om man borjar med x; = —2 med vad
som hidnder om man istillet borjar med z; = 0. 2)
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4.9 Facit

()vning 4.1 (5B1134:Modelltentamen:3).
a) f'(z) = —8sinw(2cosz + 1)3.
b) Maximum ér 1 och minimum é&r O.

¢) Genom att se pa nollstillena till g’ () och g (), samt indpunkterna pa interval-
let.

Ovning 4.2 (5B1134:KS:3:2003).
a) f'(z) =2e % cosw.
b) Maximumir f(7/2) = e~ "/2 & 0, 21 och minimum ir £(0) = —1.

¢) Konstanternagesava = b = 2ochy = f(x) iren losning till v’/ + 2y +
2y = 0.

évning 4.3 (5B1134:Tentamen:031013:3).
a) Derivatanav f(xz) ir f/(z) = cosx — 4 cos x sin .
b) Maximum av f(z) & 2, 1 och minimum —1, O, pa intervallet 0 < = < 2.
c) De exakta virdena for maximum och minimum &r 17 /8, respektive —1.
f)vning 4.4 (5B1134:Tentamen:031103:3).

a) Derivatan av f () ir f'(z) = (6 — T + x2)671/2/2.

b) Maximumav f(x) dr2e~1/2 2 1, 2 ochminimumir —18e =3 ~ —0, 90.

()vning 4.5 (5B1134:Tentamen:040109:3).

a) Derivatan av f(z) ir f/(z) = (222 — 1)e2®.

b) Maximum av f(x) dr %(1 + ﬁ)efﬁ ~ 0, 29 och minimum &r %(1 —
V2)eV2? ~ —0, 85.

()vning 4.6 (5B1134:Tentamen:040821:3).

a) Derivatan av f(z) ir f'(x) = —32 cos® zsinz + 16 cos z sin x.
b) Derivatan av g () ir g’ (x) = —2sin 2z sin 3z + 3 cos 2z cos 3z.
¢) Funktionen har ett lokalt maximum i punkten = 7 /3 oma = —2/+/3.

Ovning 4.7 (5B1134:KS3:2004).
a) Derivatan ir ' (z) = (sin2z)/2? — 2(sin? z) />,
b) Funkionens storsta virdet ir 2 och dess minsta viirde ir 2 — /2.
¢) Losningen drx = —0, 32222 med ett fel av storlek 4 - 1075,
Ovning 4.8 (5B1134:Tentamen:041011:3).
a) Derivatanir f/(z) = 8/(e2® + e~ 2%)2,
b) Det storsta virdet &r v/3/3 och det minsta dr —+/3 /3.
¢) Dervatan av tan(x) ir 1/ cos? (z).
Ovning 4.9 (5B1134:Tentamen:041030:3).
a) Derivatanir f' (z) = 2/(1 + sin 2z).
b) Det storsta virdet dr 1 /2 och det minsta viirdet &r —1/10.

()vning 4.10 (5B1134:Tentamen:050112:3).

53

a) Derivatan ir f/(z) = (2 cos z + sin a:)/(2\/m).

b) Nollstillet ir ¢ = 0, 51 med tva gillande siffrors noggrannhet.
Ovning 4.11 (5B1134:Tentamen:050829:3).

a) f'(z) = (1/z)sin? z + 2In z sin x cos z.

b) Maximum ges av g(3) = 26/9 och minimum av g(1) = 2.

¢) x = 7,55 ir en approximation av v/57 med tre giillande siffror.
Ovning 4.12 (5B1134:KS3:2005).

0 fl@) = (- a?)e /2

b) Maximumir f(1) = 1/+1/e och minimum f(—1) = —1/+/e.

¢) Tva steg med Newton-Raphsons metod ger nirmevirdet z = 2,47 (med tre
gillande siffror).

()vning 4.13 (5B1134:Tentamen:051017:3).
a) f/(z) = 767\/5(005 z/(2+/z) + sinx).
b) Maximum ir g(2/5) = 8+/10/125 och minimum ér g(1) = —1.
¢) Den forbittrade gissningen éir t1 = 7/ (2w) + a/(a? — w?).
évning 4.14 (5B1134:Tentamen:051024:3).

a) Derivatanir f/(x) = 2sinz(2cos? z — 1)/(1 + 2 cos? z)?.

b) Funktionens maximum ir f(1/+/2) = v/2/2 och dess minimum ir f(—1//2) =

—V2/2.
évning 4.15 (5B1134:Tentamen:060113:3).
3

a) f'(z) = 4sinzcos® x.

b) Maximum ir f(2) = 5/3 & 1,67 och minimum f(v/2 — 1) = 2v/2 —
2~ 0,83

Ovning 4.16 (5B1134:K53:2006).
a) f(z) = (2\/5—(:052actanac)ef\/z/@\/icos2 x).
b) Funktionens maximum dr 3 och dess minimum ir — 1 pé intervallet 0 < =z < 2.

¢) Efter tva iterationer fir vi zo = 0, 3472 som ir ett nirmevirde med en nog-
grannhet pa 0, 0001.

(")vning 4.17 (5B1134:Tentamen:061016:3).
a) f/(t) = 3sin?tcost — (3sintcos3t — 9costsin3t)/ cos? 3t.
b) Funktionens maximum ér 4, 00 och dess minimum &r 2, 40.
o f(z)=1/V1-a2
()vning 4.18 (5B1134:Tentamen:070116:3).
a) f'(z) = (cos? x — sinz)eSiP?,
b) Funktionens maximum &r 4, 38 och dess minimum ir —3, 00.

¢) Ett nirmevirde efter tvd iterationer ges av o = 19/40 = 0, 475 och felet i
dettacad - 10~ 4,

Ovning 4.19 (SF1620:KS3:2007).
a) f'(t) = e t(cost —sint)(1+ 1/cos? t).

b) Funktionens minimum ér 53 /27 & 1, 96 och dess maximum ir 3 = 3, 00.
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¢) Vi kan beriikna derivatan till b’ (z) = 1/(1 + z2).
6vning 4.20 (SF1620:Tentamen:071015:3).

a) f’(;) = (3cos(3x) In(z? + 4) — 2z sin(3z)/(z? + 4))/(In(z? +
4))2.

b) Funktionens mimimum ér g (In 2) = —2 och funktionens maximum ir g(In 3) =
2.

¢) Skiirningspunkten mellan tangenterna ges av av (z, y) = (e/(e—1), e2(e—
1)).

évning 4.21 (SF1620:Tentamen:080119:3).

a) f2’ ) = ((1 — 2wt +t2) sin(wt) — (142wt +t2) cos(wt)) /(w(1+
t=)%)

b) Funktionens storsta virde dr g(0) = 1 och dess minsta ir g(1 + v/2) =

—(2-Vv2)/2.

¢) Ett ndrmevirde till 16sningen ges av x = —1, 769.



KTH Teknikvetenskap, Inst. for matematik — SF1658 Trigonometri och funktioner 55

S Femte veckan — Derivator med tillampningar

5.1 Optimering och extremvirden

Optimering handlar om att géra nagot sa bra som mojligt under givna villkor. Ofta kan det for-
muleras som att man vill hitta ett storsta eller minsta virde for en funktion och det virde pa
variabeln som ger detta virde. Vi kallar detta for att soka extremvdirden tor funktioner.

Om en funktion &r deriverbar och har ett lokalt maximum eller minimum maste derivatan i
den punkten vara noll eftersom tangenten till grafen i den punkten maste vara horisontell. For att
hitta kandidater till lokala extrempunkter till funktionen f(z) kan vi 16sa ekvationen

f'(x) =o.

Om vi soker maximum eller minimum pa ett intervall, < x < b, maste vi ocksa kontrollera
intervallets dndpunkter, a och b, samt punkter dér derivatan inte existerar. Exempelvis har funk-
tionen f(x) = z* pd intervallet 0 < x < 1 sitt maximum i z = 1 utan att derivatan av funktionen
ar noll dér. Om vi ser pa funktionen f(z) = |z| = v/22 pd intervallet —1 < 2 < 1 s har den sitt
minimum da x = 0, men funktionen &r inte deriverbar i den punkten.

5.2 Numerisk ekvationslosning

Nir vi soker efter ett extremvérde till en funktion behover vi 16sa en ekvation av typen

g(x) =0

dir g(z) = f'(x) 4r derivatan av den funktion f(x) vi studerar. Ofta kan vi inte 16sa ekvatio-
nen analytiskt och da behover vi numerisk metod som hjélper oss att finna ett narmevarde till
16sningen. Ett exempel pa numerisk metod dr Newton-Raphsons metod.

Idén till Newton-Raphsons metod &r att vi approximerar funktionen med en linjdr funktion
med hjilp av derivatan. Det betyder att vi i nirheten av punkten x = z( skriver

9(x) & g(x0) + g'(wo)(x — o). (3)

Vi forsoker sedan 16sa ekvationen g(x) = 0, vilket ger

9(x0) + g'(20)(x — 20) = 0.

Av detta far vi

9(x0)

g'(xo)
Nu ér g(z) enbart approximerad (3) med en linjédr funktion, och dérfor blir (4) enbart en

approximation av en 16sning till ekvationen g(x) = 0. Vi skall nu anvinda den approximerade

16sningen (4) for att hitta en bittre approximation till 16sningen till g(z) = 0.

4

T = Ty —
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Vi tinker oss att vi vet att funktionen g(z) = 0 har en 16sning i ndrheten av punkten z = x.
Om z ar var forsta gissning kan vi lata

9(350)
g (o)

vara en forbéttrad gissning. Vi kan sedan upprepa proceduren och successivt fa bittre och béttre
uppskattningar av den verkliga 16sningen genom

Ty = Ty —

9($1)

8
I

I
8

()
e — e — %(332)
3 2 /(.1‘2)7
vy =15 — gg(l‘:a)
g'(z3)’

och sa vidare. Den korrigering vi gor i varje steg kan ses som en uppskattning av hur langt den
forra approximationen lag fran den verkliga 16sningen.

5.3 Exempel

Vi ser pd exemplet f'(z) = g(z) = 32 + 2z — 1. Funktionen g(z) = 3(z + 1)(x — 1/3) har
nollstillen i © = —1 och = 1/3, men for exemplet sa latsas vi att inte veta detta. Vi har att
g(0) = —1 och att g(1) = 4, och dérfor har funktionen ett nollstille i intervallet (0, 4). Vi vill
bestimma ett sadant nollstille och borjar med gissningen xq = 0. Newton-Raphson metoden ger
da

g(xo) 322+ 219 — 1 3-02+2-0—-1 1
TERT ) T T T 6wyt 2 6-0+2 2
Nir vi gar vidare och korrigerar x; far vi
g(x1) 322 + 21, — 1 3-0,524+2-0,5—-1 7
=1 — =g ——— =0.5— =—=0,35.
RENT gy M 621 + 2 ’ 6-0,5+ 2 20
och
g(x2) 322 + 21y — 1 3:0,3524+2-0,35—1
=Ty — =0y ————— =0,35— ~ 0, 3335.
BT ) T 6as + 2 ’ 6-0,35 1 2 :

Felet, dvs. korrektionen i den senaste approximationen, kan vi uppskatta till

. 249. -1
g 9F) 30,333 42033351 000
g'(z3) 60,3335 + 2

Eftersom vi i det hir fallet kénner till att den exakta 16sningen dr © = 1/3 kan vi kontrollera att

det verkliga felet dr
xr3 —1/3 ~ 0,0002.
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Liskoll 5.3.1. Anviind Newton-Raphson metoden for att estimera det andra nollstdllet till g(x).

Ovning A. 5.1. Funktionen g(z) = 23 — x — 1 har enbart en reell rot. Anviind Newton-Raphson
metoden for att bestimma denna rot. Iterera algoritmen sa pass linge att feluppskattningen dr
mindre dn 0, 0001.
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6 Sjitte veckan — Integraler

6.1 Primitiva funktioner

Vi har sett tidigare att vissa funktioner, f(x), har primitiva funktioner, dvs en funktion, F'(z), vars
derivata F'(x) = f(z). Om F(x) dr en primitiv funktion dr F'(z) + C ocksa en primitiv funktion
for alla konstanter C, eftersom derivatan av en konstant alltid @r noll. En primitiv funktion dr inte
unik, men differensen mellan tva primitiva funktioner till en funktion f(z), dr en konstant.

Liskoll 6.1.1. Ldat F(x) vara en primitiv funktion till f(x), och givet tvd reella tal a och b. Visa
att talet
I = F(b) - F(a) )

ar oberoende av val av primitiv funktion.

6.2 Integralkalkylens Fundamentalsats

Lat f(x) vara en funktion definierad pé intervallet [a, b]. Funktionen f(x) dr positiv pa intervallet
[a,b], om f(z) > 0forallaa < z < b. Om funktionen f(z) ir positiv later vi

/a " o) de

vara funktionen som skickar a < z < b till talet som anger arean mellan funktionsgrafen och
x-axeln, pa intervallet [a, z]|.

Funktionen f(x) dr negativ om — f(z) dr positiv. For negativa funktioner f(z) definierar vi
[ f(x) da som den negativa arean mellan funktionsgrafen och z-axeln, pé intervallet [a, 2]. Med

andra ord har vi N Y
[ f@ydei=— [ @] ds

For en given funktion f(z) pd intervallet [a, b] definierar vi funktionen [ f(z)dx som den al-
ternerande summan av arean mellan funktionsgrafen och z-axeln. Av tekniska skal sétter vi

[ 1@ = [ jwa ©

nir h < a.

Sats 6.1 (Fundamentalsatsen). Lir A(z) := [ f(x) dx vara den alternerande summan av arean
mellan funktionsgrafen till f(x) och x-axelns pd intervallet |a, x|. Vi har att funktionen A(x) dr
deriverbar, och

A(w) = f(a).

Och om F(x) dr en primitiv funktion till f(x) da har vi att
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Bevis. For h > 0 har vi att differansen

A(w+h) — Alz) = / ) e / @) de = / ) de )

Av definitionen (6) giller ocksa likheten (7) for negativa h < 0. Om funktionen f(z) dr avtagande
far vi areaolikheterna

z+h
f(x)-hZ/ f(x)dx > f(x+h)-h.

Om vi nu delar med h, sa far vi

f(

for alla positiva 2 > 0. Om funktionen &r vixande maste vi vinda pa olikheterna ovan, och om
h < 0 sa maste ocksa olikheterna vinda. I vilket fall sa gar funktionsvérdet f(z + h) — f(x)
nir h — 0, och differenskvoten i (8) tvingas ocksa att bli lika med f(z). Kom ihag nu att
differenskvoten vi far vid att dela differensen (7) med h, och sén lata h — 0 ger A’(z). Det foljer
av olikheterna (8) att

z+h ) dx
) > f+ > flo+h), (8)

z+h
o) = gy L )

vilket visar det forsta pastaendet. Speciellt har vi nu att

A(b) — Ala) = A(b) ©)

= f(2),

da funktionsvirdet A(a) = 0. Vi har precis visat att funktionen A(z) &r en primitiv funktion till
f(z), och talet (9) har vi redan sitt (Léskoll 6.1.1) dr oberoende av primitiv funktion. Med andra
ord F'(b) — F(a) = A(b) for varje primitiv funktion F'(z) till f(z). O

Talet fab f(z) dx kallas for integralen av f(z) fran a till b. Om F(x) &r en primitiv funktion
till f(z) skriver vi ofta

| #a)da = 1P@) = FO) - Fla).

Exempel

Vi har att F'(z) = x3/3 dr en primitiv funktion till z? och dérmed

Tolkningen av detta som en areaberidkning ger att arean av omradet mellan z-axeln och kurvan
= 2 pdintervallet 0 < z < 1 4r1/3.

Laskoll 6.2.1. Anviind funktionsgraferna for att bestimma

4 1
/ sin(x) dx  och / tan(z) dx.
0 —

1
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6.3 Rotationsvolymer

Vi skal se att integraler inte bara kan tolkas som arean av funktionsgrafer, men ocksi som volym
till rotationskroppar. Vi borjar med en detaljerad genomgang av ett generisk exempel.

Generisk exempel

Om vi ser pa en cirkulédr kon med bottenradie 12 och hojd H kan vi se pa volymen av den delkon
som har hojd x som en funktion V' (x).

Il

Vi skall hirleda en formel eller uttryck for funktionen V(). Vi borjar med ett uttryck for dess
derivata. Av derivatans definition har vi att

vy V(e +h)=V(n)
Vi(z) = Jim h '

For sma virden av h vill V(z + h) — V/(x) vara en god approximation till volymen av en skiva
av konen omkring x med tjocklek .

Laskoll 6.3.1. Anvdnd likformiga trianglar for att visa foljande. Givet en kon av hojd H, och
bottenradie R. Visa nu att konens tvirsnittsarea A(x) pd avstdind x frén toppen dr m(Rx ) H)>.

L&t A(z) = w(Rxz/H)? vara konens tvirsnittsarea pd avstdnd x frén toppen . Det #r litt att
inse fran figur, att vi har olikheterna

A(x)h <V(z+h) —V(xz) < A(x + h)h. (10)

Av detta foljer att
V(z+h)—V(x)

Az) < Y

< Az +h),
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for positiva h > 0. Nar vi later h > 0 krympa mot noll far vi att

V() = 11113% V(e + h})L —V(x)

= A(z) = 7(Rx/H)*.

Vi har nu hittat ett uttryck for derivatan V’(x), och kan nu hitta ett uttryck for funktionen

V(z). Eftersom vi vet att V'(z) = A(z) =7 (%)2 maste Vi leta efter en primitiv funktion till

x?. Vi vet att vi far 322 nir vi deriverar 23, och dirmed fér vi 2% nir vi deriverar z°/3. Alltsd
maste V (z) = Wﬁ—i”"—; + C for nagon konstant C'. Nu vet vi ocksa att volymen till koneniz =0
ar lika med noll, dvs. V(0) = 0, vilket ger C' = 0. Detta ger formeln

V(l’) = W@‘T s

for alla 0 < x < H. Och specielt har far vi hela konens volym som

R?>H® 7R?H

“"mr3 T3

V(H)

Rotationsvolymer i almiinhet

Om vi ser tillbaka pa exemplet med konen ser vi att vi egentligen inte anvént oss av att det &r
fraga om en cirkuldr kon annat 4n nér vi har berdknat A(x). Vi kan generalisera exemplet pa
foljande sitt. Givet en funktion f(x), och ett interval [a, b]. For varje a < x < b later vi V (x)
vara rotationsvolymen till funktionsgrafen roterad om x-axeln, pa intervallet [a, z].

Sats 6.2. Ldr f(x) vara en funktion definierad pa ett invtervall [a,b], och lat V (x) vara rota-
tionsvolymen till funktionsgrafen pa intervallet [a, x|. Da har vi att

V'(z) = nf(x)?,
och

V(b) = /ab 7f(z)? dx.

Laskoll 6.3.2. Argumentera som i det generiska exemplet ovan. Du kan stycka upp intervallet
i delintervall sa dan att f(x) dr antingen vixande eller avtagande pd varje interval. Du kan
diirmed reducera till situationen med f(x) vixande eller avtagande pa hela intervallet. Om
funktionen dr vixande far du olikheterna (10), och om funktionen dr avtagande viinds olikheterna
i (10). Visa att i bdda fall blir

V'(z) = A(x)

diir A(x) dr tviirsnittsarean pa avstand x fran toppen. Da A(x) dr arean av en cirkuldir skiva
med radie f(z) far vi att A(x) = wf(x)? och vi har visat forsta pdstanden i sats. Den andra
pastanden foljer da V (x) dr en primitiv funktion till A(x), sadan att

Funktionsviirdet till V (a) = 0 dr av definitionen till V (x).



KTH Teknikvetenskap, Inst. for matematik — SF1658 Trigonometri och funktioner 62

Exempel

Om vi exempelvis ser ett klot som att kurvan y = v/r? — z2 roterar kring x-axeln pa intervallet
—r <z <rfarvi

r r 37T

Vv :/ W(\/W)dez/ W(TQ—xZ)dx:ﬂ[xTQ—%]
- 3 o\ 3.3 3.3 7& 3
:71'7”3—#%—77(—7’3)—1-71'( ;) :7r3r r ;)—ST U ﬂ;

6.4 Differenser och summor

Vi kan jamfora sambandet mellan derivata och integral med sambandet mellan differenser och
summor. Om vi har en f6ljd av tal, exempelvis

0,1,3,6,9,12, 15,18, 21,24

kan vi bilda differenser, eller skillnader, genom 1 —0=1,3 —1 =2,6 — 3 = 3, osv och far en
ny foljd
1.2,3,3,3,3,3,3,3

Har &r det klart att om vi kommer ihag det forsta talet i den forsta foljden, och sedan bara diffe-
renserna, kan vi fa tillbaka hela den f6rsta foljden genom att summera:

1=1, 142=3, 1+42+3=6, 1+2+43+3=9, 1+2+3+3+3=12,...

Ritar vi upp det med rutor far vi

|

Vi kan nu tolka den forsta f6ljden som antalet rutor till viinster om en viss linje.

6.5 Partiell integration

Det finns inga metoder som alltid fungerar for att finna primitiva funktioner, eller till att berdkna
bestimda integraler. Ddremot finns nagra tekniker som kan anvindas for att i de fall det gar
omforma problemet till ett enklare problem.

Ett sadant dr partiell integration, som 4r ett slags omviandning av produktregeln vid derive-
ring. Som vi vet dr derivatan av en produkt, h(z) = f(z)g(z), given av

W(x) = f'(z)g(x) + f()g'(x)

Om vi nu star infor att finna en primitiv funktion till en produkt f(z)g(x) och redan kdnner en
primitiv funktion, F'(z), till f(z) kan vi férsoka véinda pa sambandet och fa

f(@)g(z) = F'(x)g(z) = (F(x)g(z)) — F(z)g (z). (11)
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Eftersom vi nu ser att F'(x)g(z) dr en primitiv funktion till den férsta termen kan vi finna en
primitiv funktion till f(z)g(z) om vi ocksé kan finna en primitiv funktion till F(z)¢'(z). Var
forhoppning ér att detta problem i nagon mening &r léttare @n det ursprungliga.

Exempel

Om vi dr intresserade av att berdkna

s

rsinx dx
0

kan vi gora detta vid partiell integration. Forst finner vi en primitiv funktion till sin z, som ges
av — cos x. I formeln (11) later vi F'(x) = — cos(z) och g(x) = z. Detta ger att

rsing = (—cosz)x = (—xcosx) — (—cosx) - 1.

Integrerar vi nu denna likheten far vi

/ zsinzxdr = [x(—cosx)]j — / 1-(—cosz)dx
0 0

=7(—(-1))—=0-(=1)+ [sinz]f =7+0—-0=m.
Hir blev det senare problemet enklare for att funktionen inte ldngre &dr en produkt av ett polynom
med en trigonometrisk funktion utan en ren trigonometrisk funktion vars primitiva funktion vi vil
kénde till. Sa behover det inte alltid bli pa en gang. Ibland kan man behdva upprepa proceduren
flera ganger.

6.6 Variabelbyte

Vi har sett att man ibland kan anvinda produktregeln bakldnges och fa en metod for att integrera
en produkt. P4 samma sitt kan vi ibland anvidnda kedjeregeln baklidnges for att integrera en
sammansatt funktion.

Antag att vi vill utféra en integral dr integranden skulle se lidttare ut om vi uttryckte den
oberoende variabeln x som en funktion i en annan variabel ¢, dvs = = ¢(t). Vi behover da se hur
kejderegeln skulle kunna anvindas. Om nu F'(z) var en primitiv funktion till f(z) skulle vi ha
att

(F(g())) = F'(9(1))g'(t) = F(9(t)g(t)
Om vi vill anvénda detta kan vi integrera bada sidor och far da
b d d
FO) - Fla) = [ f@)de = [ (Fla)yde= [ riao)g e
Mark att vi vid variabelbyte fick byta integrander, fran fab till fcd. Det betyder att vi kan tinka oss
att vi har gjort foljande fordndringar

r =g(t)
dr = ¢'(t)dt
a =g(c)

b = g(d)
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Liskoll 6.6.1. Anvcind variabelbytet t = sin(x) for att bestimma integralen

/7T sin?(z) cos(x) dx.
0
Exempel
For att berdkna .

/ V1?2 — 22 dx

a
for positiva virden pa a kan det vara intressant att gora variabelbytet

T =Vr?—1t2.
Nir vi deriverar v/r2 — 2 far vi ot

212 — 12

och didrmed leder variabelbytet till

x =g(t)=+vr?—1t2
de =¢'(t)dt = —t/v/r? —t2dt
a =g(Vr*—a?)

r =g(0)

vilket gor att

r 0
—t
2_ .2 _ 2 _ 424
/ax\/r z2dx —/TLQQ\/T 2.t mdt
0

0
1
= / _t2 dt = |:__:| — _(,',,2 _ CL2)3/2.
Tz 3lym—r 3

Vi kan ocksé gora variabelbytet 2 = v/t och far da

r =g(t) =+t
dr = g'(t)dt =1/(2V/t)dt
a =g(a®)
ro=g(r?
vilket ger
r r2 1 2 ]
/ :L‘\/r2_x2dx — \/51 /T2_t2_\/¥ dt:/ §(T2—t)1/2dt

64
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Uppgifter

Ovning A. 6.1. Bestim primitiva funktioner till
a) z" (n>0) b 2™ (n>1) ¢) sinz d) cosz

Ovning A. 6.2. Bestim volymen till rotationskroppen vi far vid att rotera funktionsgrafen till
f(x) omkring x-axeln, mellan 0 < x < /2 ndir

a) f(z)=2* b) f(z)=+sinz c¢) f(x)=sinz—cosx

Ovning A. 6.3. Bestim volymen till rotationskroppen vi fir vid att rotera funktionsgrafen till
f(x) =16 — 22, for positiva z.

Ovning A. 6.4. Anviind partiell integration for att beréikna integralerna

1 1
a) / re “dx och b) / z?e % dz.
0 0

Ovning A. 6.5. Anviind partiell integration for att berdikna integralerna
a) / 2 sin x dz och b) / z? cos x dz.
0 0

Ovning A. 6.6. Anviind variabelbytet x = sint for att beriikna integralerna

1 1 1
a ——dx och b v1—az2dx.
) /0 V1—2a? ) /0

Ovning A. 6.7. Anviind variabelbytet t = sin x for att berdikna integralerna
w/2 /2
a) / cos® x dx och b) / cos® x dx.
0 0

Ovning A. 6.8. Anviind variabelbytet t = e” for att berdikna integralen

w/2 x
/ ¢ dx
o l4e*
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6.7 Uppgifter fran kontrollskrivningar och tentamina
Ovning 6.7.1.

a) Bestdm arean av det omrade som ligger mellan graferna for funktionerna f(z) = cosx och

g(x) = 1/2 pa intervallet [0, 27]. 4)

b) Bestidm ett uttryck for motsvarande area om vi byter ut funktionen g(x) = 1/2 mot g(z) =

cos a, dir a dr en konstant med 0 < a < 7. 3)

c¢) Vilka virden pa a ger den storsta, respektive minsta arean mellan graferna? (2)
Ovning 6.7.2.

a) Bestdm arean av omradet mellan graferna for funktionerna f(x) = cos z och g(x) = sin 2z
paintervallet 0 < z < 7/2. 4)

b) Kurvan y = x(1 — ) pa intervallet 0 < = < 1 roterar kring z-axeln och begrinsar
pa sa vis en tredimensionell kropp. Bestim med hjidlp av en integral volymen av denna
rotationskropp. 3

c) Nir ett omrade ovanfor z-axeln roteras kring z-axeln kan volymen for den uppkomna
rotationskroppen beskrivas som 27 A ddr A dr arean under grafen som roteras och r &r
avstandet fran omradets tyngdpunkt till z-axeln. Bestam tyngdpunktens hojd over z-axeln
for det omrade som roteras i b). 2)

Ovning 6.7.3.

a) Bestdm volymen av den rotationskropp som uppkommer da kurvan y = /1 — 2x? roterar
kring z-axeln pa intervallet 0 < z < 1/2. 3)

b) Anvind partiell integration for att berdkna integralen

™
/ 22 sin zdzx.
0

C))
¢) Berikna integralen

V2
/ V2 — x2dx
0

med hjilp av variabelbytet t = 2 — 22, (Ledning: 2/3z+/x ér en primitiv funktion till \/z.)
(2)
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Ovning 6.7.4.

a) Berikna integralen
s
/ | sinz — cos 2z | dx.
0

C))

b) Anvind forst variabelbytet £ = In x och sedan partiell integration for att berdkna integralen

/1 " (1n )2

)

Ovning 6.7.5.
a) Bestim arean mellan graferna for funktionerna f(z) = e® och g(z) = €** pd intervallet
-1<z<1. 4

b) Berikna integralen
/ xsinx dx
0

med hjélp av partiell integration. 3)
¢) Anvind en trapetsmetoden med fyra delintervall for att fa en numerisk approximation av
samma integral som i féregaende deluppgift. (2)

Ovning 6.7.6.

a) Berikna integralen

/02 f(z)*dx

dir f(z) = e* — 1 for alla reella x. 3)
b) Berikna integralen
1
/ (1 —2%)e" dx
0
med hjilp av partiell integration. 3)

c) Lat g(t) vara en periodisk funktion med period 7" och lat a vara en reell konstant. Visa att

(n+1)T T
/ e f(t)dt = K / e™ f(t)dt
n 0

T

for nagon konstant K och bestim denna konstant. 3)
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Ovning 6.7.7.

a) Polynomet p(z) = 1 — 222 #r en approximation av cos 2z som ér bra for smd virden pé z.

Berikna integralerna
w/4 w/4
/ cos 2x dx och / p(z) dx
0 0

och jamfor resultaten. Hur stort blir det fel man far genom att anvinda approximationen?

C))

b) Bestdm hur stort felet blir nir man anvinder trapetsmetoden med tre delintervall for att
berikna integralen

/4
/ cos 2z dx.
0
(2)
¢) Berikna volymen av den rotationskropp som bildas da omradet under grafen for f(x) =
In(x) + 1 roterar kring xz-axeln pa intervallet 1 < z < e. 3)

Ovning 6.7.8.
a) Kurvorna y = €%* och y = ¢~2® avgrinsar tillsammans med linjen = = In(2) ett omréde i

planet. Beridkna arean av detta omrade. 3

T sinx
et
0 2+cosw

med hjilp av variabelbyte. 3

b) Berikna integralen

¢) Bestdm det virde pa konstanten ¢ som minimerar

/ (ax —sinz)? da.
0

3)
Ovning 6.7.9.

a) Beriikna arean av det dndliga omride som begrinsas av parabeln y = 4 — 22 och linjen
y=1+2x. 3

b) Anvind variabelbytet x = tant for att berdkna integralen

1
1
/ 5 dx.
o 1+

3)

¢) Berikna arean mellan de tva kurvorna y = sin(x + a) och y = sin(x + b) pa ett intervall
som ligger mellan tva nirstaende skidrningspunkter. 3



KTH Teknikvetenskap, Inst. for matematik — SF1658 Trigonometri och funktioner 69

Ovning 6.7.10.

a) Kurvan f(z) = sin(z) avgrénsar tillsammans med dess tangenter i punkterna x = 0 och
x = 7 ett omrade i planet. Berdkna arean av detta omrade. )]

b) Samma omrade roterar kring x-axeln. Beridkna volymen av den rotationskropp som bildas.

3

c) Berikna integralen

med hjilp av ett variabelbyte. (2)
Ovning 6.7.11.

a) Anvind en integral for att berikna arean av omridet mellan kurvan y = 22 och linjen
=2z + 3. 3

b) Bestim en primitiv funktion till f(x) = 22 sin 2z genom att anviinda partiell integration.

3

¢) Bestim volymen av den rotationskropp som bildas nédr kurvan y = tan z roterar kring
x-axeln pa intervallet —7 /4 < z < 7 /4. 3)

Ovning 6.7.12.

a) Beriikna arean av omridet som begriinsas av de tvd kurvorna y = x och y = 2® p4 inter-
vallet —1 < z < 1. 3)

b) Anvind trapetsmetoden for att bestimma ett ndrmevirde till integralen
1
/ 2*V1 — 22 dx.
0

Anvind fyra delintervall och ange svaret med tva decimaler. 3

¢) Anvind variabelbytet ¢t = 22 for att beriikna ett exakt virde for integralen

2 2
/ ze 2 dx.
0

3



KTH Teknikvetenskap, Inst. for matematik — SF1658 Trigonometri och funktioner 70

Ovning 6.7.13.

a) Beriikna arean av omridet mellan kurvorna y = 222 + 2 —5ochy = 22 + x — 1 pa
intervallet 0 < z < 3. 3

b) Berikna integralen
w/2
/ (sin 2z — cos 3z) dx.
0
(2)

¢) Beridkna volymen av den rotationskropp som bildas nir kurvan

y = +/Tcosx

roterar kring x-axeln pa intervallet 0 < x < . (Ledning: Anvind partiell integration och
formeln for cosinus av dubbla vinkeln.) C))

Ovning 6.7.14.

a) Beriikna arean mellan kurvorna y = €2 och iy = ¢ 73 pd intervallet —1 < z < 1. 3)

b) Anvind ett variabelbyte for att berdkna integralen
oot
dt.
/0 1+ 4¢2
3)

¢) Bestim konstanter a och b sd att e ~**(a cos z+b sin ) blir en primitiv funktion till e=** cos =
och anvind detta for att berdkna integralen

s
/ e % cosx dr.
0

3)
Ovning 6.7.15.

a) Beriikna arean av omradet mellan kurvorna y = sinz och y = sin®z pa intervallet 0 <

r < 7. (Ledning: sin® x = (1 — cos2x)/2.) 3)
b) Berikna integralen
/2
/ ¥ sinz dx.
0
med hjilp av partiell integration. 3)

¢) Anvind trapetsmetoden med tre delintervall for att bestimma ett ndrmevirde till integralen

/2
/ r?sinx dr
0

3)
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Ovning 6.7.16.
a) Berikna arean mellan graferna for funktionerna g(x) = sin 2z och h(x) = cos z pa inter-
vallet —7/2 < x < 7/2. Ange svaret pa exakt form. 4
b) Anvind trapetsmetoden med fyra lika langa delintervall for att berékna ett nirmevarde till
integralen
1
/ e 12 dy.
-1
Ange svaret med tre siffrors noggrannhet. (2)

c) Berikna integralen
2
/ 4 Inx d.
1
Ange svaret pa exakt form. 3)
Ovning 6.7.17.

a) Beridkna det exakta virdet av integralen

w/4
/ (sinz + cos 2z) dx.
—7/4

3)

b) For att berikna tyngdpunkten hos en balk vars tvirsnittsyta begriansas av kurvorna y(z) =
+f(z), for a < x < b, behdver man beriikna kvoten

B f; f(z)x dx
Berikna T, om f(x) = sinx for 0 < z < 7/3. 3)
c¢) Berikna volymen av den rotationskropp som bildas da kurvan y = sinx + 2 cos z roterar
kring x-axeln pa intervallet —7/4 < z < 7 /4. 3)
Ovning 6.7.18.

a) Berikna arean av omradet som avgrinsas av kurvorna y = 2%, y = 22° och linjerna

x = —1 och z = 1. Ange svaret pa exakt form. 3)

b) Bestdm volymen av den rotationskropp som bildas da kurvan y = ze™” roterar kring x-
axeln pd intervallet 0 < z < 2. Ange svaret pa exakt form. 3)
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c) Bestidm ett ndrmevirde till integralen

/2 3
/ sin dr
—nj2 T
med hjdlp av trapetsmetoden med fyra lika langa delintervall. Ange svaret med tva de-

cimaler. (Observera att integranden inte dr definierad 1 punkten £ = 0, men har ett kiint
gransvirde da = gar mot noll.) 3)

Ovning 6.7.19.

a) Bestdm arean mellan graferna for funktionerna f(x) = 1/x och g(z) = 3/(x + 3) pa
intervallet 1 < 2 < 3. Ange svaret som ett ndirmevirde med tva decimalers noggrannhet.

“4)
b) Anvind variabelbytet ¢ = cos = for att berdkna det exakta vérdet av integralen
/ sin® z cos* z da.
0
3)
c¢) Berikna det fel man far vid anvindning av trapetsmetoden med fyra delintervall for ett
andragradspolynom p(z) = az? + bx + c pé intervallet 0 < x < 3. )

Ovning 6.7.20.

a) For funktionen f(x) giller att f'(z) = sin(mx) + 1 for alla > 0. Bestdm det exakta
virdet for f(30) om f(3) = 13. 3)

b) Anvind trapetsmetoden med tre lika langa delintervall for att approximera

1
/ sin® x dx
0

och bestdm felet genom att jimfora resultatet med det korrekta vérdet. 3

¢) Anviand partiell integration for att berdkna det exakta virdet av integralen

27
/ e~ 2! sin 3t dt.
0

3)
Ovning 6.7.21.

a) Berikna den stricka en partikel har tillryggalagt fran tiden t = 4,00 s till tiden ¢ = 10,0 s
om dess hastighet varierar enligt v(t) = at — bt?, dir a = 20,0 m/s* och b = 2,31 m/s*.
Ange svaret med tre virdesiffrors noggrannhet. 3
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b) Anvind trapetsmetoden med fyra delintervall for att uppskatta integralen

1
/ sin®(t) dt.
0

Ange svaret med tre decimalers noggrannhet. Ligger det verkliga virdet 6ver eller under
uppskattningen? 3)

¢) Anvind partiell integration for att berdkna det exakta virdet av integralen

4
/ 2> Inxdr.
1

3
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6.8 FaCit c) Arean av omréidet ir 4| sin((a — b)/2)| (=24y/2 — 2cos(a — b)).

Ovning 6.1 (5B1134:Modelltentamen:4). Ovning 6.10 (5B1134:Tentamen:050112:4).
a) Arean mellan graferna ir 7 /3 + 2/3. a) Arean ir (772 — 8)/4.
b) Uttrycket for arean ir (2 — 4a) cos a + 4 sin a. b) Volymenir 72 (n2 — 6)/12

¢) Maximum dr 27r och minimum &r 4. 101 o
c) f() Tﬁdz =2—2In2.
Ovning 6.2 (5B1134:KS:4:2003).
Ovning 6.11 (5B1134:Tentamen:050829:4).
a) Arean av omridet mellan graferna r 1 /2.
a) Arean mellan kurvorna ir 32 /3 areaenheter.
b) Rotationskroppens volym ir 7 /30.
b) (1/4—a2/2) cos 2@+ (z/2) sin 2z iir en primitiv funktion till 2 sin 2z.
¢) Avstindet frin omridets tyngdpunkt till z-axeln ér 1/10.
¢) Rotationsvolymen ir 27 — 72 /2(~ 1, 35) volymnsenheter.
Ovning 6.3 (5B1134:Tentamen:031013:4).
Ovning 6.12 (5B1134:KS4:2005).
a) Volymen dr 237 /24.
a) Arean av det omridet mellan kurvorna ir 1 /2 (areaenheter).
b) foﬂ 22 sinzdr = 72 — 4.
b) Uppskattningen med trapetsmetoden ger O, 16.

c) foﬂz\/Q — z2dx = 2\/5/3.

2
c) f02 ze T /2y =1 — e~ 2,
Ovning 6.4 (5B1134:Tentamen:031103:4). .
Ovning 6.13 (5B1134:Tentamen:051017:4).
a) [J |sinz — cos2z|dz = 3v3 — 2.
a) Arean mellan kurvorna ir 23 /3 areaenheter.

b [Z2(nz)?dez =2(1n2)%2 —4(In2) +2 ~ 0, 19..
! ’ b) f(;r/2(sin2zfcos3z) dr = 4/3.
f)vning 6.5 (5B1134:Tentamen:040109:4).
¢) Volymen av rotationskroppen ir w3 /4 volymsenheter.

a) Arean mellan kurvorna ges av (e? + 1)(e — 1)2/2e2 ~ 1, 68. .
Ovning 6.14 (5B1134:Tentamen:051024:4).

b) [ zsinzdz =~
a) Arean mellan kurvorna iir (€2 +e~3) /34 (e2 +e~2) /2 —5/3 areacnheter.

¢) Trapetsmetoden er 72 V2+4+1)/8 ~ 2,98.
P 8 ¢ )/ b) [ 2t/(1 +4t?)dt = (In5)/4.

évning 6.6 (5B1134:Tentamen:040821:4).

¢©) a = —2/50chb = 1/5 vilket leder till [ e 2T coszdr = 2(1 +
a) f02 f(z)%de = (e* — 4e? +7)/2. e=27™) /5.
b) fol(l _ ZZ)E.'I: dr — 1. Ovning 6.15 (5B1134:Tentamen:060113:4).

T a) Arean mellan graferna dr 2 — 7 /2 areaenheter.
¢) Konstanten ir K = e®™* .

o w/2 2 . _
Ovning 6.7 (5B1134:KS4:2004). b) fo zesinzdr =7 — 2.

a) Integralernas viirden blir 1/2, respektive 7(24 — m2)/96 och felet man far ) Enapproximation med tre delintevall ger 1, 2.
genom att anvinda approximationen ir (247 — w3 — 48)/96 ~ —0, 038. R
Ovning 6.16 (5B1134:KS4:2005).
b) Felet man fa att anvinda trapetsmetoden bli 2 3)—12)/24 =
) ,e(;: 31{“11 A genom att anvinda trapetsmetoden bir (7(2+/3) )/ a) Arean mellan graferna ir 5 /2 areaenheter.
s .

. 2
¢) Rotationskroppens volym éir V. = 7(2e — 1) = 13, 9 volymsenheter. b) Trapetsmetoden med fyra delintervall ger ]il e /2 4y~ 1,69.

(")vning 6.8 (5B1134:Tentamen:041011:4). o f2 24 In(z) de = (1601n2 — 31)/25
h = .

a) Arean av omrédet ir 9 /8 areaenheter. .
Ovning 6.17 (5B1134:Tentamen:061016:4).

7  sinzx
» ./0 2+ cosx dz =1n(3) a) f:r:jzl(sinz + cos2z)dx = 1.
¢) Virdet pi a som minimerar integralen dr a = 3/72. b) Vifir T, = (3v/3 — m)/3.
Ovning 6.9 (5B1134:Tentamen:041030:4). ¢) Rotationskroppens volym ér 572 /4 + 37 /2 volymsenheter.
a) Arean av omréadet dr 32 /3 areaenheter. Ovning 6.18 (5B1134:Tentamen:070116:4).

b) Integralens virde ir 7 /4. a) Arean av omradet mellan graferna dr 1 areaenhet.
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b) Volymen av rotationskroppen ér 7r(1 — 13e ~%) /4 volymsenheter.
¢) Trapetsmetoden ger nirmevirdet 2, 70.
Ovning 6.19 (SF1620:KS4:2007).
a) Arean mellan graferna dr 13 1n 2 — 8 In 3 =~ 0, 22 areaenheter.
b [T sin® z cos* z dz = 4/35.
¢) Felet blir 9a /32 om vi anviinder trapetsmetoden med fyra delintervall.
()vning 6.20 (SF1620:Tentamen:071015:4).
a) f(30) =40 — 2/m.
b) Trapetsmetoden ger fol sin? z da & 0, 281 och felet ir c:a 0, 008.
o [Z™ e ?sin(3t)dt = 3(1 — e 47)/13.
(")vning 6.21 (SF1620:Tentamen:080119:4).
a) Partikeln har tillryggalagt 159 m.
b) Trapetsmetoden ger narmevirdet O, 131 som ligger 6ver det verkliga virdet.

o [i2®In(z) de = 1281n(2) — 255/16.
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