Lektion 18, Envariabelanalys den 7 december 1999

App. IT1.2 Antag att f(z) < K i intervallen [a,b) och (b, ¢], och lin}j f(z) = L. Visa
att L < K.

I vanliga fall skulle vi bara hénvisa till instdngningsprincipen och uppgiften skulle
vara 10st, men i detta fall ska vi ga tillbaka till definitionen av gréansvérde och
med den som utgangspunkt visa uppgiften.

I en mera teoretisk uppgift av den hir typen kan det vara bra att forst tydligt
skriva upp vad vi vet och vad vi vill visa.

Vi vet: 1. f(z) < K 6verallt i [a, c] utom majligtvis i z = b,
2. 1inr}) f(z)=1L,
Vill visa: 3. 1in}) fla)=L<K.
xr—
Punkt 2 6versétter vi med griansvirdesdefinitionen till

2*. Oavsett hur litet vi viiljer € > 0 sa finns alltid ett § = d(e) > 0
sa att

L—e< f(z)<L+e¢, (%)
for alla z i en punkterad §-omgivning av x = b.

Om vi plockar ut den viktiga informationen ur punkt 1 och 2* sa séger den att i
en punkterad §-omgivning av x = b sa ar

f@) < K, (1)
L-e< f(z)<L+e. (2)

Om det nu vore sa att L > K, sa skulle den vénstra olikheten i (2) valla problem.
For, sig att vi véljer € > 0 sa pass liten att L—e > K (vilket vi kan). Da séger (1)
och (2) att

K<L-e< f(zx) <K,

vilket helt klart ar orimligt. Alltsa maste antagandet att L > K vara fel, d.v.s.
vi maste ha att L < K. VSB

App. IT1.4 Visa att foljande funktioner adr kontinuerliga,

)
b)

flx) =0,
g(z) = =.

Vi ska visa att

lim f(z) = f(a)

r—a

for alla reella tal a.

a)

Om vi skriver (x) med griansviirdesdefinitionen ska vi alltsa visa att:

Oavsett hur litet € > 0 vi véljer sa finns det alltid ett 6 = d(g) > 0

sa att

|f(z)— fla)| <e forallaz:0<|z—al<d.

Eftersom f(x) = C for alla z sa blir (1),
0<e forallaz:0<|z—al<d.

Denna olikhet &r alltid uppfylld om € > 0.

I detta fall ska vi visa att:

Oavsett hur litet € > 0 vi véljer sa finns det alltid ett § = d(g) > 0

sa att

lg(z) —g(a)] <e forallaz:0<|z—al <.

Med g(z) = z blir (1),

|z —al] <e forallaxz:0<|z—al<é.

Om vi viljer § = ¢ sa ser vi att (f) ar uppfylld.



App. IV.2 Lat

1, omz=1/nforn=1,2,3,...,
flx) =
0, annars.

Visa att f ér integrabel 6ver [0, 1] och berdkna

/01 (@) da.

Lat oss forst rekapitulera Riemannintegralens definition.
Till varje partition (indelning) P av intervallet [0, 1] bildar vi en 6ver- och un-
dersumma,

n—1

U(P) = Z M;Az;,
1=0

n—1
=0

dir M; ar f:s storsta virde i det i:te delintervallet och m; dr f:s minsta virde i
samma delintervall.

Oberoende av vilka partitioner P och P’ vi viljer sa kommer alltid en
Oversumma vara storre dn en undersumma,

L(P') < U(P).

Om vi dérfor ritar ut de mojliga vérdena for 6ver- och undersummor pa en tallinje,
sa kommer de typiskt att ha utseendet

gap
wey vp)

‘\—V—J S ~ VRS
mojliga varden mojliga varden
pa undersummor pa Oversummor

Om det inte finns nagot gap mellan de tva mingderna av mojliga virden pa
over- och undersummor eller om detta gap endast bestar av ett virde I, da ar
funktionen integrabel pa intervallet och

/Olf(x)dle.

For att visa att gapet i vart exempel hogst bestar av ett virde ska vi ta fram en
foljd av partitioner {P,} sa att
lim U(P,) = lim L(P,) = 1I.

n—oo n—o0

Vi ska inte direkt skriva upp partitionen P,, utan ta hjélp av en annan parti-
tion P, . Partitionen P,, ,, ska vi bygga upp genom att stegvis légga till delin-
tervall som ska kapsla in de punkter dér funktionen antar virdet 1; lat oss kalla
dessa punkter for 1-punkter.

-

1-punkter

Det forsta delintervallet som vi ldgger till &r [0, %], som ska fungera som ett
ihopsamlingsintervall for alla 1-punkter som hopar sig kring « = 0.

Al

Kring varje 1-punkt utanfor [0, 1] skapar vi ett intervall med lingd L och cen-
trerad kring punkten. Punkten x = 1 blir hér ett undantag, dér vi istéllet skapar
ett intervall med x = 1 som hoger &ndpunkt.

i HH H H H
Antalet sédana L-delintervall blir (n — 1) (kom ihag att fr.o.m. z = 1 s4 tillhér
1-punkterna delintervallet [0, 1]).

Slutligen later vi mellanrummen mellan de hittills definierade intervallen vara
de sista delintervallen som vi lagger till var partition Py, ,.

’ R + H
Py . .

Oversumman till Py, » blir

U(Pm,n):ZMiAl‘i:1-%+(n_1).1.L




Lat nu P, vara partitionen P, = P,z ,,. Da far vi att

1 n-1
U(P,) = U(Pnzm) = n + n2

—0 dan— oco.

Eftersom funktionen &r positiv sa maste vi ha att
0 < L(P,) SU(P).
Instédngningsprincipen ger att

lim L(P,) = 0.

n—oo

Vi har ddrmed visat att f dr integrabel pa [0, 1], och att

/01 f(z)dx = 0.

App. IV.6 Anvind definitionen av likformig kontinuitet for att visa att f(z) = /z ar
likformigt kontinuerlig pa [0, 1].

Vi ska visa foljande:

Oavsett hur litet ¢ > 0 vi véljer och oberoende av a € [0,1] sa finns
ett 6 = d(g) > 0 sa att

Wz —+Va|<e forallaz:0<|z—al <é. (%)

Det som tillkommit jamfort med griansvirdesdefinitionen &r att nu ska § vara
oberoende av a. Vi vill alltsa kunna vélja ett § > 0 sa att vi utgaende fran

O<|z—al<d (1)

kan hérleda olikheten

Vz —+Val <e, (1)

helt oberoende av vilket viarde a har.
Om vi ritar upp grafen till y =/,

Y

~

> T

sa ser vi att grafen har en lodrét tangent i = 0. Det betyder att tva punkter x
och a som ligger nira varandra, |z — a| < §, 1 ndrheten av 0 kommer ha sina
funktionsvirden pa betydligt storre avstand &n §. Vi maste darfor vélja 6 mycket
mindre dn €, d.v.s. i en annan storleksordning &n €.

Vilj dérfor § = 2. For att visa (2) delar vi upp hiirledningen i tva delar.

z>¢e2: Vihar

|z — al g2

Ve-val= e el < Va0 ©

x<e?: Vihar
V- Val< Wz -0|=Va<Vel=e.

Alltsa har vi utgdende fran (1) visat (2) med § = €2 (som #r oberoende av a).
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