Summasymbolen Areaberikning
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I varje delintervall [z;,x;11] approximerar vi arean inom



delintervallet med en rektangel med héjd f(z;).

P Z@/ = f(x)

a T; b

Varje rektangel har arean
Ai = basen - hO_]deIl = (377;4_1 — xl) . f(xl)

Den totala arean approximeras av den sammanlagda arean
av alla rektanglar,

n—1 n—1
A~ Z A; = Z(flfiﬂ — ) f(x4).
=0 1=0

Om vi later var indelning av intervallet [a, b] bli finare, d.v.s.
okar n, sa borde vi fa en béattre approximation av den totala
arean. I grénsfallet n — oo borde vi ha likhet

n—1
A= lim Z A;.
1=0

Partition

Lat P = {x;}", vara en punktfoljd i intervallet [a, b] sadan
atta=zrog <1 <220< - <2Xpp_1<Tp =0.

En sadan punktfoljd kallas for en partition av interval-
let [a, b].

Finhet En partitions finhet ir det storsta avstandet
mellan tva nérliggande punkter i partitio-
nen, och betecknas

HP” = O<Ip§ai<_1{$i+1 — l’z'}

Integralens definition

I ett delintervall [x;,z;+1], som ges av en partition P, antar
den kontinuerliga funktionen f ett storsta varde M; och ett
minsta varde m;.

M;




Arean A; under f:s graf i delintervallet uppfyller olikheten

Z; Ti+1 Xy Ti+1 Z; Ti+1

< Mi(Tig1 — x;).

Denna olikhet giller alla delintervall, och om vi summerar
ihop areorna i vénsterledet respektive hogerledet sa far vi

mi(xip1 — ;) < A;

n—1
undersumma = L(f, P) = Z mi(Tip1 — T4),
i=0

n—1
oversumma = U(f, P) = Z Mi(xip1 — ;).
i=0
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Sats Om P och P’ dr tva partitioner, da ar
L(f,P) < U(f,P"),

d.v.s. en Oversumma ar alltid storre an en under-
summa.

Definition
Antag att det finns exakt ett tal I, s.a.
L(f,P)<I<U(f,P)

for alla partitioner P.

Da sdger vi att f &r integrabel pa intervallet [a, b], och ta-
let I kallas for den bestdmda integralen av f 6ver [a,b] och
betecknas

I:/abf(x)dx.

Sats Antag att f &r en kontinuerlig funktion pa interval-
let [a,b]. Da giller att

b
lim L(f,P)= lim U(f,P):/ f(x) dx.
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Riemannsumma

Om P = {x;}!) #r en partition av intervallet [a,b] och ¢ =
{e;}77) &r en punktfoljd s.a. varje delintervall i partitionen
innehaller exakt ett c;.

. Ci Ci+1 . Ci—|-2.
; Tit1 Tit2 Tit3
Da kallas
n—1
R(f,P,c) = Z flei)(@iv1 — @)
i=0

for en Riemannsumma till f.
Eftersom m; < f(¢;) < M;, sa &r alltid

L(f,P) < R(f, P,c) <U(f, P),

och

b
lim R(f,P,c):/ f(z)dx.
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(Bevis: Insténgningsprincipen.)
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