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8.2.2 Skissera parameterkurvan

r=2-—1t

y— 14t (0<t < o0)

och visa dess riktning med en pil. Eliminera sedan parametern och hérled kurvans
ekvation i x och y vars graf innehaller kurvan.

Om vi skriver om kurvans parametrisering till

T 2 -1
= <
O =)+ () osi<
sa kdnner vi igen detta som en parametrisering av en rét linje som innehaller
punkten (2,1) och har riktningen (—1,1).
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Om vi tillit parametern ¢ 16pa fran —oo till co sa skulle vi fa hela linjen som
antyds i figuren ovan. I detta fall startar parametern ¢ fran 0, d.v.s. kurvan

startar i punkten
2 -1 2
1)+ ()= ()

och sedan antar ¢ alla positiva virden, d.v.s. kurvan fortsétter i riktningen (-1, 1).

En skiss av kurvan blir alltsa

[
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Kurvans ekvation far vi genom att eliminera ¢.
r=2—-t & t=2-—=x
Detta insatt i y ger
y=1+t=142-2) < z+y=3.

Anm. Notera att kurvans ekvation ér hela linjen medan kurvan bara ér en halvlinje.

8.2.4 Skissera parameterkurvan

1
xr=
2
1tt (—oo < t < 00)
VTite

och visa dess riktning med en pil. Eliminera sedan parametern och hérled kurvans
ekvation i z och y vars graf innehaller kurvan.

Vi skriver forst om parameterkurvan i vektorform

=) =rm ()




Det forsta vi kan gora dr att forscka se symmetrier. I detta fall ser vi att

r(—t) = ﬁl_t)g (—1t) - H;ﬁ (jt) ’

sa den punkt som svarar mot parametervirdet —t har samma z-koordinat som
punkten med parametervirdet ¢ men omvént tecken pa y-koordinaten.
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«7(t)

r(~1)

Kurvan ar alltsa symmetrisk kring z-axeln eftersom varje positivt parame-
tervirde t har ett motsvarande negativt parametervirde —t som ocksa tillhor
parameterméngden.

Vi behover alltsa bara skissera kurvan for 0 < t < co.

Startpunkten som svarar mot ¢t = 0 &r

-5t ()-0)
o-ta) =4 ()- (1)

sd kurvan kommer ndrma sig origo (0,0) ndr ¢ — oo. Dessutom ser vi att a-
koordinaten #ir mycket mindre én y-koordinaten (t72 < ¢t~!) s& kurvan kommer
att ndrma sig origo ldngs y-axeln.
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For stora t ar

Vi skisserar resten av kurvan genom att vilja nagra parametervirden och forbinda
dessa med en kurva,

Yy
r(0,5) = (0,8;0,4) T
’l“(l) = (0’5; ’5) .
r(1,5) = (14—3;%) .
r(2) = ($;2)
7(5) = (355 35)
Kurvskissen blir alltsa
Yy
> X

Kurvans ekvation far vi genom att eliminera t. Vi noterar att

Ea—
T
Detta ger att
1 1 x? - 24,2
T = — = X =
1+t2 1+y2/x2 x2+y2 Y

SR YR

Kurvan &r alltsa en cirkel med mittpunkt i (%, O) och radie %



8.2.7 Skissera parameterkurvan

r =3 sinnt

y =4 cosmt (-1<t<1)

och visa dess riktning med en pil. Eliminera sedan parametern och hérled kurvans
ekvation i x och y.

Kurvan &r skriven i standardformen fér en parametrisering av en ellips. Fran
parametriseringen ser vi att

x
— =sinnt och % = cos 7,

och den trigonometriska ettan ger att
N\ 2 2
(5) + (%) = sin’nt + cos?nt = 1.

Alltsa ar kurvan en del av ellipsens med mittpunkt i origo och halvaxlar 3 och 4.

y
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Parameteromradets storlek avgor hur stor del av ellipsen som kurvan upptar.

Da parametern ¢t gar fran —1 till +1 gar argumentet till de trigonometriska
funktionerna fran —m till 7. Om vi ritar upp hur z- och y-koordinaten beror pa
parametern ¢
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sa ser vi att z-koordinaten startar fran 0, gar till —3, ror sig sedan till +3 och
tillbaka till 0. y-koordinaten startar fran —4 och gar upp till +4 for att sedan
atervianda till —4.

Kurvan beskriver alltsa hela ellipsen medsols (negativ riktning) med start i
punkten (0, —4).
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8.3.2 Finn de punkter dir parameterkurvan

r=1t" -2t
y=1"+2t
har en
a) horisontell tangent,

b)  vertikal tangent.

Lat oss forst skriva om parameterkurvan i vektorform
2 — 2t
r(t) = <t2 - 2t) '

Kurvans riktningsvektor i den punkt med parametervérdet ¢ ges av

.(t)_g t?—2t\ _ (2t—2
"WEw\2ra) T \2tv2)-



En horisontell tangent har en riktningsvektor med y-komponent 0 och en
nollskild z-komponent, d.v.s.

g=2+2=0 &  t=—1.

och da dr #(—1) = —4 # 0. Kurvan har alltsd en horisontell tangent i
punkten

En vertikal tangent har en riktningsvektor med z-komponent 0 och en noll-
skild y-komponent, d.v.s.

P=2-2=0 @& t=1,

med y(1) =4 # 0. Kurvan har alltsa en vertikal tangent i punkten
12-2-1 -1
r(1) = (12+2-1) - (3)
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8.3.10 Finn lutningen till kurvan

i punkten med parametervirdet t = —1.

Kurvan i vektorform blir

0= (835

Riktningsvektorn fér kurvan i punkten med parametervirdet t = —1 &r
(1) = <4t3 — 2t) - (4(—1)3 —-2(-1)
—1)= 2 = 2
3+2 )|, 3(-1)*+2
Lutningen ar
Y_5 _ s
& =2 2
Y
> T

)=

-2

5

).



8.3.14 Finn en parametrisering av tangentlinjen till kurvan

r=1—-cost
y=1-—sint

i punkten som svarar mot parametervirdet ¢t = iﬂ'.

En rét linje har parameterformen
r(s) =19+ sv (—o0 < s < 00),

dér 7 dr en punkt pa linjen och v &r linjens riktning.
Vi vet att tangentlinjen tangerar kurvan i punkten som svarar mot ¢ =

vi kan vilja
ro = (ﬁ: ig) N (if_ll/fg ‘

Tangentens riktning &dr kurvans riktningsvektor i punkten med ¢t = iw,

() () - ()

—1/V2
En parametrisering av tangentlinjen &r alltsa

-7 ) = ()

t:%ﬂ'

7(s)

8.3.20 I vilka punkter &r kurvan

x =t
y=1—-sint

inte regulér.

Eftersom komponenterna till kurvan &r kontinuerligt deriverbara funktioner av
parametern ¢t sa dr de enda punkter diar kurvan inte behéver vara regulir de
punkter dér riktningsvektorn 7(t) = 0.

y I vart fall ar

Zﬂ' sa

varfor

7(t)

3t2
1—cost)"’

Vi ser att riktningsvektorn &r noll i punkten som svarar mot ¢ = 0, d.v.s. i
punkten 7(0) = (0,0). Kurvan ér alltsa mojligtvis irreguléir i origo (men behover
inte vara det).

Vi avgor regulariteten genom att underscka gréansvardet

1—cost
}EI%) (lutningen hos riktningsvektorn i r(t)) = }E% %.
Om grénsvirdet existerar dr kurvan reguldr annars inte.
Vi har
. 1—cost . .
}g% T { Maclaurinutveckling }
1-(1-i2+0o@
= lim ( 2 ( ))
t—0 3t2

= lim (5 + O(t*)) = 5

Alltsa dr kurvan reguldr 6verallt.



8.4.2 Bestdm baglingden av kurvan

:c=1+t3
y:l—t2

Vi skriver kurvan i vektorform

o= (17 5)
#(t) = (ft;t) .

Riktningsvektorn &r

Baglangden ges av formeln

(-1<t<2).

2 9 )
L= [1 |7’(t)‘ dt = [1 (3t2)2 —+ (72t)2 dt = [1 \/mdt

4/9

{s=t"+3; ds=2tdt} =3
13/9

4/9 40/9
—[s 8]13/9 + [5\/5}4/9

Vsds+3

2 0 2
/ 3|t|1/t2+%dt:/ _3t,/t2+gdt+/ Bt\/t2 + 5 dt
-1 —1 0

40/9

4/9

Vs ds

__(4 9 13 @)_’_(@ N 2):13\/13+40\/40—16
9 3 9 3 9 3 9 3 .

27

8.4.6 Bestidm liangden av kurvan

xr = cost+ tsint
y =sint —tcost
Vi skriver kurvan i vektorform

r(t) = cost +tsint
" \sint — tcost

Riktningsvektorn &r

. tsint
7(t) = (tcost> ’

Baglingden ges av formeln

)

(0 <t <2m).

2 27
L= / l#(t)|dt = [ V12 cos2t + 2 sin’t dt
0 0

2m
2
:/0 tldt = [t* ] = 2x°.

8.4.12 Finn arean av ytan som uppstar da kurvan

t
T =e cost
¢ (0<t<
y=-e sint

roteras kring y-axeln.

Forst skriver vi kurvan i vektorform

el cost
r(t) = (et Sint) ’

=

™)



som har riktningsvektorn 8.4.14 Finn arean av ytan som uppstar da kurvan

_ 2
a(t) = e cost — e'sint m:3t3 0<t<1)
~ \efsint+efcost )’ y=2
roteras kring z-axeln.
'-'—- - -___-l'yf Ytelementet till rotationsytan ges av Vi skriver kurvan i vektorform
3t?
ds = 2m (t) |#(t)| dt r(t) = (2t3> ’
och raknar ut dess riktningsvektor
Den totala arean blir . 6t
r(t) = 6t2
/2
A= /ds = 27r/ el costy/(et cost — et sint)2 4 (etsint + et cost)? dt f“/
0 ]

/2
== 27T\/§/ e*t costdt = { partiell integration } 1
0
e /2 mE ds = 2 y(t) |i(1)| dt
=2mV2 [ sint |7 — 272 2¢% - sint dt
0 ¥

/2 .l‘;';.-" y
=2mV2e™ — 0 — 477\/5/ el sintdt = { partiell integration } '
0

Ytelementet till rotationsytan ges av

Den totala arean blir

/2 1 1
=2mV2e™ — dmV/2 [ —e* cost]g/2 + 4m/§/ 2% - (— cost) dt A= /ds = 27r/ 2t°\/(6t)2 4 (612)2 dt = 247r/ t/1+¢2dt.
0

0 0
=921V2e™ — 42 —4- A For integraler av denna typ &r standardmetoden att substituera ¢ = tan och da
forenkla v/1 + ¢2 till 1/| cos @],

Ur detta samband l6ser vi ut A,

_2mV2(e™ —2) 0s20

. /4 1 /4 4
b = 247r/ tan“g U = 2477/ tan 0 do
0 | cos 6] cos?6 o cos36

71'/4 . 49 7r/4 . 40
:247r/ Sm—dozzzm/ Y 056 df
0 0 ¢

:{t:tanﬁ; dt:0d9 ;0§9§7r/4}

A

cos’ 0s80

. ) /4 sin*f
= { trigonometriska ettan } = 24m ——————— cosfdf
o (1-sin®0)

54

1/v2
:{s:smH;ds:cosé’dG;OSsSl/\/i}:le/o mds.



Nu har vi natt en rationell integrand och den kan vi integrera genom en partial-
brakuppdelning, d.v.s. ansétta

st B C D E F G
A=) s—1 o172 Go1P G- "G+ T Grie
H I
N CES R PR

men detta kommer att leda till mycket arbete. Ett alternativ &r att succesivt lagga
till och dra ifran lampliga termer sa att tdljaren och ndmnaren kan forkortas,

st st =141 (s —-1)(s*+1) 1
N e S N E RV
s°+1 1 s2—1+42 1
B CEE E CE VR EE VR eV
1 2 1

o1 oy o

Areaintegralen &r alltsa lika med

" 1/vV2 1 ) 1
:24 .
”L Qﬁ—n2+@hﬁﬁ+x§—nads

Hér kan vi notera att alla tre integraltermer &r i formen

/1/‘/5 ds
I, = ¢
0 (s2—1)"

Just denna typ av integraler kan man i méanga fall beriikna genom att hirleda
en rekursionsformel med hjilp av partialintegrering, d.v.s. uttrycka I, i termer
I;. I vart fall ar

av In—la In—27 cee

I /1/\/5 7ds /1/\/§ 1 71 ds { artiell inte, rat'on}
= — . = iell i i
o D7 (2 1) P g

1 1/v2 1/V2 —n-2s
=g —" — R |
[S(Q—U"L A Sy

2n 1/V2 82

= (-1 \/— +2n 1)t ds

1/vV2 141
_ (_1\non—1/2 S +
=(-1)"2 + 2n/0 1)t ds

1/v2 ds 1/V2 ds
= (-1 "2n_1/2 2 / — 12 / S
- ) @ T, @

=(=D)"2" V2 yonl, +2nl,4y

(=1)ntign=3/2 2p —1

I,.
n 2n (+)

~ In+1 =

Om vi borjar med den enklaste av integralerna I,,, d.v.s. I, sa &r den ganska
enkel att berikna med en partialbrakuppdelning

I/l/\/i ds 1/1/\/§ 1 B 71 10‘871 1/V2

1= 0 52_172 0 s—1 S+1 72 g5+1

ool | 0= b ! s
1/V2+1 1++/2

1 (vV2-1? ~
2 log I+ DI D) =log(v2 —1).

Sedan kan vi anvinda rekursionsformeln () f6r att bestimma de sokta integra-
lerna Iy, I3 och Iy,

\/§+1

12 o—1/2 1
.[2:( 1) 12 —221‘11I1:%—%10g(\/§_1),

Iy = EU20 2ty = s = 3(5 — 3 los(V2 - 1))
= *ﬁ + 2 log(vV2 — 1),

= SR gy (o hoa(V2 )
= % — Blog(v2-1)

Sammanstéller vi utrdkningarna fas
A=2n(I,+2I3+ 1) = 2471'(% — Llog(v2-1)

2( +3 log(\f 1))+W——log(\/§—l))
m(24—7-12+467) + 7 (12 +6-3 — 12) log(v2 - 1)

T—3n log(V2 — 1).
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8.5.4 Transformera den poliara ekvationen 8.5.10 Transformera den polédra ekvationen

r =sinf + cos )

r=——
2 —cost
till kartesiska koordinater och bestdm vilken kurva ekvationen beskriver.

till kartesiska koordinater och bestdm vilken kurva ekvationen beskriver.

Multiplicera bada leden i den poléra ekvationen med r,
VL = 72 =z2—|—y2,

HL =7rsinf +rcosf =z +y. Forldng med 2 — cos#,

Ekvationen i kartesiska koordinater ar alltsa r(2 —cosf) =2,
2r —rcosf = 2,
2r —x = 2.

2 —z4+y?—y=0.

Kvadratkomplettera i x,
Samla r i ena ledet,

Kvadratkomplettera i y,

(z— l)2 +(y - 1)2 1 Kvadrera
2 2 3

Ekvationen beskriver alltsa en cirkel med mittpunkt i (%, %) och radie 1/ V2.

Yy
Alltsa ar ekvationen

%mQ +y? -z =1.
Kvadratkomplettera i z,

)2~

(z -

NI
R wiv
o Wik

+y? =
+y° =

b

NI
Wi

(z—3)

[SMIN)

Ekvationen borjar paminna om ellipsens ekvation. Lat oss skriva om ekvationen
i ellipsens standardform

(50 + (5m) =t
/

Wl



Ekvationen beskriver en ellips med mittpunkt i (%, 0) och halvaxlar 4 och %

S U b
/\ x ‘
N

~

8.5.18 Skissera kurvan som ges av den polédra ekvationen

r = 2sin 26.

Vi ritar forst upp hur VL beror av vinkeln 6.

20
N\ /\ 2
AVARVA
214

Detta diagram visar alltsa hur radien r varierar nir 6 gar fran 0 till 27. For att
underldtta ritandet av kurvan ritar vi nagra dgonblicksbilder vid de tidpunkter
da radien antingen &r noll eller antar ett max/min.




Lektion 2, Flervariabelanalys den 19 januari 2000

11.1.6 Finn hastighet, fart och acceleration vid tidpunkt ¢ av en partikel med
lagesvektorn

r(t) = te, +t°e, +tle..

Beskriv ocksa partikelns trajektoria.

Vi skriver ldgesvektorn i vektorform,

Farten &r

o(t) = |v(t)] = V12 + (2)2 + (2t)2 = /1 + 82,

och accelerationen ar

For att rita upp kurvan som partikeln genomloper kan det vara enklare att, precis
som i konstruktionsritningar, bortse fran en dimension och rita upp projektionen
av kurvan for att senare lagga ihop projektionerna till en tredimensionell bild av
kurvan.

Vi borjar med att betrakta kurvan i x, y-planet,

r.y(t) =te, +tle,.

Genom att uttrycka y-koordinaten i x ser vi att kurvan ar funktionsgrafen till y =

x2.

N
7

Den andra projektionen vi kan gora édr att betrakta kurvan i y, z-planet,
r,.(t) = t’e, + t’e,.

I detta fall ser vi att y- och z-koordinaterna #r lika och icke-negativa eftersom t2
alltid ar icke-negativ. Kurvan ligger alltsa pa linjen y = z.

7

Dessa tva bilder riacker for att rita upp den tredimensionella kurvan.
z z z

Vs ) Y Y



11.1.15 En partikel ror sig runt cirkeln z® + % = 25 med den konstanta farten av 1
varv varannan sekund. Vilken acceleration har partikeln nér den dr i punkten (3,4).

Partikelns ldge kan vi skriva som

r(t) = x(t) e +y(t) e

Genom att derivera tva ganger fas accelerationen

P (t) = i(t) en + () e

Eftersom vi vet att partikeln ror sig pa en cirkel med radie 5 och mittpunkt i
origo &r det lampligt att beskriva partikelns ldge med poldra koordinater.
En konstant vinkelhastighet av % varv/s skrivs som

0 = £wt + 6,

dér + uppstar eftersom vi inte vet om partikeln ror sig med- eller motsols. 8y &r
den vinkel som partikeln har vid ¢ = 0. Radien &r r = 5.
Alltsa ar

x(t) = rcosf = 5cos(E£mt + 6p),
y(t) = rsin® = 5sin(Ent + 6p).

Fran uppgiftstexten far vi inte direkt information om vid vilken tidpunkt som vi
ska bestdmma accelerationen, utan tidpunkten bestdms istéllet av villkoret att
x(t) = 3 och y(t) = 4.

Om vi dérfor kan uttrycka & och §j direkt i termer av x och y sa undviker vi
att behova bestdmma ¢. Vi har

&(t) = Fomsin(L£nt + 0p) = Fry(t),
y(t) = £57 cos(xmt + Op) = Lma(t),
B(t) = Fry(t) = —m’z(t),
i(t) = £mi(t) = —m?y(t).

Accelerationen i (z,y) = (3,4) &r

11.1.16 En partikel ror sig at hoger ldngs kurvan y = 3/z. Om dess fart dr 10 néir den
passerar genom punkten (2,3/2), vad dr dess hastighet vid den tidpunkten.

Eftersom vi redan vet partikelns fart behdver vi bara dess hastighetsriktning i
punkten.

Kurvan som partikeln ror sig pa ar en funktionsgraf som redan &r parametri-
serad av x. Punkter pa kurvan kan alltsa skrivas som

Tr =S

y=3/s

o-(5)

Riktningsvektorn, som pekar at hoger, ges av

o ) _ 1 1
|7(2)] 12 4 (=3/s)2 (—3/32)

B \/1+19/16 <§/4> B (4?{/55)

Partikelns hastighet &r farten ganger hastighetsriktningen

oe- (1)

(s parameter),

eller i vektorform

s=2

11.3.6 Planet z + y + z = 1 skér cylindern z = z2 lings en parabel. Bestim paramet-
riseringen av parabeln med ¢ = x som parameter.

Skarningskurvan mellan de tva ytorna tillhér bada ytorna och maste dérfér upp-
fylla bada ytornas ekvationer.

r+y+z=1, (1)
z=2° (2)



Eftersom vi véljer ¢ = x som parameter ger (2) direkt att

2 =2

Detta insatt i (1) ger
t+y+t2=1 o y=1—1t—t%.

Alltsa har skédrningskurvan parametriseringen

t
rt)=|1-t—1¢2
t2

11.3.8 Parametrisera skidrningskurvan mellan ytorna z = /1 — 22 —y2 och z 4y = 1.

Skarningskurvan tillhoér bada ytorna och maste darfér uppfylla bada ytornas ek-
vationer

RN ] 1)

r+y=1. (2)

Om vi fixerar x sa ser vi att (2) bestdmmer ett y-virde och (1) bestdmmer ett
z-véarde. For varje z-vérde finns alltsa hogst en punkt pa skdrningskurvan. Just
detta 1:1 forhallande gor att vi kan vilja t = x som parameter. Loser vi ut y
och z i termer av t = z, fran (1) och (2), fas

y=1-z=1-t (3)
z=\1-a2—y2=\/1-12—(1-1)2=/2t(1—1). (4)

Det ér dock inte alla a-virden som ger en punkt pa skiirningslinjen. Vi ser i (4)
att vi maste begrinsa ¢ till intervallet [0, 1] for att ett z-virde ska svara mot ¢.

Ekvation (3) stéller inga sadana krav. Parametermingden maste alltsa véljas
till [0, 1].

Sammantaget har alltsa skdrningslinjen parametriseringen

t
r(t) = 1—1¢
2t(1— 1)

(0<t<1).

11.3.14 For vilka virden pa parametern A dr lingden L(T') av kurvan

r(t) = tes + Mey +t’e.  (0<t<T)
lika med T + 737
Vi har
t 1
r(t) = | At? och  #(t)= |2\
t3 3t2

Léngden av kurvan ges av integralen

MﬂA%:ATf@ﬂﬁ:iAT¢P+(%ﬂ?+@ﬂPﬁ
:/T\/mdt (+)
0

En integral av den hér typen ar i allmédnhet inte analytiskt 16sbar. Det enda un-
dantaget dr nér uttrycket under rottecknet rakar vara en kvadrat. Om vi kvadrat-
kompletterar i ¢2,

L ort = 0 + 33 41— 4



sa ser vi att uttrycket &r en kvadrat endast da

4\4 _ _ 3
1-i=0 & aA==x/L

I dessa fall blir integralen
g 2,1 1,3 , 1,17 3
L(T)Z/ 3% + 3)|dt =3[ 36° + %], =T°+T.
0

Detta var minst sagt lyckosamt, men vi kan dock inte utesluta att det &ven finns
andra A\-viirden for vilka integralen ocksa rakar anta viirdet T2 47T Lat oss bevisa
att detta inte intraffar.

Om vi betraktar integranden i (*) som en funktion av A,

FO) = V1 +4X22 4 94,

sa ser vi att f dr strangt vixande for A > 0 och stringt avtagande for A < 0
(derivera f om du inte dr overtygad). Eftersom integralen har monotonicitets-

egenskapen
f<g = / f< / g;

sa har vi att L(T, \) #r stringt vixande i A > 0 och striangt avtagande i A < 0.
Alltsé kan L(T) endast anta virdet T + T hogst en gang for negativa respektive
positiva A.

Vi har ddrmed visat att

L(T)=T+T?

endast da A\ = :t\/%_

11.3.18 Beskriv skéirningskurvan mellan sfiren z2 + y? + 22 = 1 och den elliptiska
cylindern z? + 222 = 1. Beriikna den totala lingden av skirningskurvan.

Skéarningskurvan mellan de tva ytorna uppfyller bada ytornas ekvationer
Pyt 2 =1, (1)
22+ 222 = 1. (2)

Ekvation (2) beskriver i z,z-planet en ellips med halvaxlar 1 och 1/v/2. Det
betyder att skidrningskurvans z- och z-koordinater alltid kommer ligga pa denna
ellips, m.a.o. om vi projicerar skirningskurvan pa x, z-planet sa far vi en kurva
som #r en del av ellipsen (eller hela ellipsen).

Standardparametriseringen av en ellips ger att vi kan skriva

T = cost
z= 5sin
Detta insatt i (1) ger
y? =1 — cos’t — %Singt = %sinzt & Y= :t% sint.

For varje t-virde finns alltsa tva y-vérden, vilket betyder att skidrningskurvan
bestar av tva kurvor

cost

1 .
rl(t) — Esmt
L sint

V2
cost

1 .
ro(t)= |~ sint
L gint

V2

Av parametriseringen ser vi ocksa att de tva kurvorna dr spegelsymmetriska i
z, z-planet (y < —y) varfor de maste ha samma léngd. Skérningskurvans totala
lingd &r darfor

2 27
L:Z/ 7(t dt:2/ (—sint)2? + (- cost)2 + (== cost)2 dt
1) Y 7 (7 cost)
2
0

27
=2 V/sin?t + cos?t dt = 2/ 1dt = 4r.
0



11.3.19 Lat C vara kurvan

x =€ cost
y=e'sint (0 <t <2m).
z=1

Berékna langden av C.

Kurvan C skriven i vektorform och dess riktningsvektor ar

et cost et cost —elsint
r(t) = [ e'sint |, 7(t) = | e'sint + el cost
t 1

Langden av C ar

2m 2m
L= / |7(t)| dt = V/ (et cost — etsint)2 + (etsint + et cost)? 4 12 dt
0 0

2m
= V22t 4 1dt ={s=+2e'; ds=V2e*dt = sdt}

0

V2™ /5 1
= / % ds = { Beta handboken, integralformel 95 }
V2

\/5 62‘rr

)
= {\/82+1—log‘—5 +1+1H
s V2

_ ,/2647r+1_10g—v264ﬂ—’_1—i_1_\/§+10g\/§+1
V2 e2m V2

11.4.4 Finn enhetstangentvektorn er(t) till kurvan

r(t) =acostey +bsinte, +te,.

Vi har
7(t) = —asinte, + bcoste, + e,
[7(t)| = /(—asint)2 + (bcost)2 + 12
= Va2 sin?t + b2 cost + 1.

Enhetstangentvektorn ar

7(t) —asinte, +bcoste, + e,
|7(¢)] Va2 sin?t + b2 cos2t + 1 ‘

11.4.5 Visa att om krokningen uppfyller
k(s)=0 for alla s,

sa dr kurvan r = r(s) en rit linje.

Om vi later ep(s) beteckna kurvans enhetstangent sa vet vi alltsa att

’CI%ET(S)’ =k(s)=0 < %6T(5) = 0. (*)

Denna likhet kan vi med integralkalkylens huvudsats integrera upp (vi integrerar
varje komponent for sig),

er(s) —er(0) = / ieT(s) ds = / 0ds=0
o ds 0
& er(s) =er(0) =u for alla s.

Alltsa dr enhetstangenten konstant for alla s.
Enhetstangenten &r i sin tur derivatan av ldgesvektorn (eftersom vi anvinder
bagliangden som parameter),

Integrerar vi upp denna likhet fas

r(s) —r(0) = /OS %r(s)ds = /Osudsus
& r(s)=su+r0)=su+v

och detta &r en parametrisering av en rét linje.



11.5.2 Finn krokningsradien till kurvan 11.5.4 Finn krokningsradien till kurvan

Yy =coszx r(t) = t'e, + t’e, + te.
i punkten = 0 och x = 7/2. i punkten med t = 1.
Vi har Vi har
t 1 0 t3 3t? 6t
r(t) = | cost |, r(t) = | —sint |, och  #(t)= [ —cost |, r(t)=|t*], r(t)=| 2t och #t)=1[2],
0 0 0 t 1 0
och med determinantformeln far vi och med determinantformeln far vi
€, 1 0 0 e, 3t? 6t -2
T X #(t)=|e, —sint —cost|= 0 . rxF#(t)=|e, 2t 2|=| 6t
e, 0 0 —cost e, 1 0 —6t2
Krokningsradien ar Krokningsradien ar
1 7|3 _ (1 + sin?t)3/2 1R ((362)2 + (2t)% + 12)3/2 B (1+4t2+9t4)3/2
R(t) [P x| | cost| k() 1P x# T (=2)2 + (66)2 + (=62)% /4 + 36t + 361%
vilket ger vilket ger
1/k(0) =1, 1/k(7/2) = cc. 1411
1/k(1) =

7



Lektion 3, Flervariabelanalys den 20 januari 2000 12.1.5 Bestdm definitionsméngden till funktionen

12.1.2 Bestdm definitionsméngden till funktionen flz,y) = /4x2 + 9y? — 36.
flz,y) = ry

Funktionen &r definierad i alla punkter diar argumentet till kvadratroten dr icke-

Y tiv, d.v.s. dé
Funktionen #r definierad i alla punkter dir argu- S Hegatly, €.v.s. dar
mentet till kvadratroten &r icke-negativ, d.v.s. dér 422 + 9y% — 36 > 0.
zy >0 Denna olikhet kan vi skriva om i standardform
> T
vilket intréffar om x och y > 0 eller om z och y < 0. 1.2, 1 2 (13)2 (y)2
o s o 5 - >1 & = =) >1

Definitionsméngden &dr alltsa det grafiargade ot T Ay 2 3 + 2/ ~ (+)
omradet till hoger.

& Nu ser vi att de punkter som uppfyller (x) dr punkterna pa och utanfor ellipsen

med mittpunkt i origo och halvaxlar 3 och 2.

2

_69_) T
3
12.1.4 Bestdm definitionsméngden till funktionen

7
f(m7y)_ 172—y2'

Att ellipsen &r heldragen betyder att den tillhor den grafirgade defini-
tionsméngden.

Denna rationella funktion dr definierad overallt ut-

om i punkter dir ndmnaren dr noll, d.v.s. utom da Y

\
7

22—y =0 &
(z-ylz+y)=0 & ,
=y eller z=—y. o y

Alltsa ar funktionen definierad i hela talplanet utom
i punkter pa linjerna z = y och x = —y. Strecka-
de linjer betyder att de inte tillhoér den grafiargade
definitionsméngden.




12.1.14 Skissera grafen till funktionen
flo,y) =4—a2" -y
i omradet {(x,y) : 2> +9y* <4, >0, y > 0}.

Lat oss forst ta reda pa hur omradet ser ut. De punkter som ingar i omradet
maste uppfylla de tre villkoren

22 492 <4, (1)
x>0, (2)
y > 0. (3)

Olikheterna (2) och (3) betyder att punkterna maste ligga i forsta kvadranten.
Olikhet (1) betyder att punkterna dessutom maste ligga innanfor eller pa cirkeln
med mittpunkt i origo och radie 2.

Y

A~

2
For att rita upp funktionsytan till f ska vi borja med att rdkna ut funktionens
varde lings randkurvorna till omradet.

x=0: Nér vi ror oss lings y-axeln (z = 0) ges funktionsviirdena av uttrycket
2= f(0,y) =4 -y

och om vi ritar upp hur z beror av y far vi kurvstycket nedan till véinster.
Detta betyder att funktionsytan har detta parabelstycke som randkurva
ldngs y-axeln.

z z
~

4 4

y=0: Léngs z-axeln (y = 0) har funktionen utseendet
z:f(x,()) :4_1.2’

och grafen dr en parabel. Funktionsytan har alltsa detta kurvstycke som
randkurva léngs x-axeln.

z
A

4 1

2% + 9% Nér vi ror oss lings cirkelbagen ér uttrycket z? + y? ( = avstand? till
origo) konstant lika med 4, sa pa denna cirkelbage antar funktionen
vérdet

z=4—-2 -y =4— (2> +9*) =0.

Vi har nu fatt ett skelett till funktionsytan i och med att vi vet hur den ser ut
langs randen av omradet. For att ytterligare underldtta ritandet av funktionsytan
kan vi dessutom vélja att understka hur funktionen ser ut lings nagra linjer som



genomkorsar omradet.

Yy Yy
—
y=1 \
> T >
r=1
z z
3 3
— y — €T
V3 V3

Ritar vi nu ut dessa stédlinjer tillsammans med randkurvorna far vi en figur som
ganska vil later oss ana funktionsytans utseende.

12.1.16 Skissera grafen till funktionen

f(x7y) :4_3:2'

Det forsta vi kan notera &r att y inte férekommer i funktionsuttrycket. Det bety-
der att funktionen ar oberoende av y. Vi kan dérfor undersoka funktionens vérde
lings en linje y = C'i x, y-planet och automatiskt fa funktionens virde langs alla
andra parallella linjer med olika C-véirden. Ritar vi upp f:s vérde ldngs y = C
far vi parabeln

5\
4

> T

och inritade i x,y, z-rummet far vi en kurvskara av parabler.

AN
Tz

Funktionsytan genereras alltsa av dessa parabler genom att parallellférflytta dem
léngs y-axeln.



12.1.20 Skissera nagra nivakurvor till funktionen

fla,y) = 2® + 2y,

En nivakurva bestar av alla punkter (z,y) som uppfyller sambandet
fla,y) = C,
for nagot C. I vart fall bestar alltsa nivakurvorna av kurvor i formen
% + 2y2 =C. (%)

Eftersom VL alltid &r icke-negativt maste C' > 0 for att kurvan ska innehalla
nagra punkter, och i fallet C' > 0 kan vi skriva (%) i standardformen

(&) +(5m) -

Detta visar att nivakurvorna bestar av ellipser med mittpunkt i origo och halv-
axlar v/C och /C/2.

Om C = 0 ger (*) att nivakurvan endast bestar av punkten (0, 0).

12.1.22 Skissera nagra nivakurvor till funktionen

2

T

Nivakurvorna ar i formen

2

Om vi antar att C' # 0 (och y # 0) da kan (x) skrivas som

y:Ea

d.v.s. nivakurvorna &r parabler i x, y-planet.
Fallet C' = 0 ger linjen = 0 (med y = 0 borttagen).

Y

A

Anm. I en omgivning av origo har funktionen ett komplicerat beteende med manga
olika funktionsvéirden i mycket nérliggande punkter.



Lektion 4, Flervariabelanalys den 25 januari 2000

12.2.2 Bestdm gréansvirdet

lim /22 +y2

(z,9)—(0,0)

eller forklara varfor griansvérdet inte existerar.

For att gransvirdet ska existera maste gransvirdesuttrycket nidrma sig ett och
samma vérde oavsett hur vi later (x,y) — (0,0).
Ett forsta test kan dérfor vara att lata (z,y) nirma sig origo langs en rit linje.

Y

A

(z,9)

[}
-
M
'S
>

En rét linje genom origo kan allmént skrivas i parameterformen

(z,y) =t(a,b) (t parameter),
dér (a,b) ar riktningsvektorn for linjen och ¢ = 0 svarar mot origo. Nér vi ndrmar
oss origo ldngs denna linje blir gransvardet

tim /(a2 + (B2 = lim, |f]/a? + b2 = 0.
t—

t—0+

Eftersom detta grinsvirde dr oberoende av a och b spelar det ingen roll i vilken
riktning vi ndrmar oss origo.

Detta betyder dock inte att grinsviirdet maste existera (se det viktiga exem-
pel 3 avsnitt 12.2 i kursboken), utan vi kan faktiskt inte &nnu dra nagon slutsats
dérom.

Var misstanke kan iallafall vara att gransvérdet existerar och ar lika med O.
For att visa detta &r ett sitt att vi gar tillbaka till definitionen av griansvirde
och visar att den &r uppfylld.

Definitionen av griansvirde lyder:

Oavsett hur litet € > 0 vi véljer sa ska det alltid finnas ett § = d(g) > 0
sa att

|f(z,y) — 0| <e foralla (z,y) s.a. 0 < |(z,y) — (0,0)] <.

I vart fall ska vi vélja § > 0 s.a.

Va2 +y2 <e foralla (z,y) s.a. 0 < /22 +y2 < 6.

Om vi viljer § = ¢ sa &r definitionen uppfylld. Vi har ddrmed visat att
gransvardet existerar och &r lika med 0.

Anm. En kortare rdkning &r

lim a2 +9y? = { /- &r kontinuerlig}

(=,y)—(0,0)

=/ lim (224 y?) = \/ lim 22+ lim y?

z,y—0 ,y—0 z,y—0

= . /lim 22 + lim y2 = 0.
z—0 y—0

12.2.4 Bestdm gransvirdet

. x
im ———
z,y—0 12 + y?

eller forklara varfor gréansvérdet inte existerar.

Vi utfor ett forsta test genom att lata (x,y) — (0,0) lings en rét linje. En
parametrisering av en allmén linje genom origo ar

(z,y) = t(a,b) (t parameter),



och nér vi ndrmar oss origo ldngs denna linje blir gransvardet

00, oma >0
. at
lim

__® o fm -2 _ .o _
oo+ (at)2 1 (b1)2  t0% a2 + b2 ¢ 0, oma=0

—00, oma<0

Detta gransvérdet existerar inte och darfor kan inte grinsvérdet i uppgiftstexten
existera.

12.2.11 Bestdm grinsvéardet

m2y2

lim
2,y—0 32 + y4

eller forklara varfor gransvérdet inte existerar.

Vi borjar med det obligatoriska testet nér (x,y) — (0,0) lings en rét linje. Vi
kan da skriva x och y i parameterformen

(z,y) = t(a,b) (t parameter).
Gréansvérdet blir da

(at)?(bt)? ) a?b?tt b ?

m ————— = 11 ——F———— = 11l —(F/—F—5
=0+ (at)? + ()4 (=0t a2 + bt o+ a2 + b2

=0
som &r oberoende av a och b, d.v.s. av i vilken riktning vi ndrmar oss origo. Precis
som sagts tidigare riacker inte detta for att bevisa att griansvéirdet existerar. Testet
kan bara anvéndas for att sortera bort gransvirden som inte existerar.
Istéllet for att ga tillbaka till definitionen av grinsvirde for att bevisa att
gransvardet existerar kan vi anvénda oss av instdngningsprincipen. Vi har att
o< 22y? - 22y? o,
= =~ =Y.
2 +yt T 2?40

Eftersom HL — 0 da z,y — 0 sa ger instdngningsprincipen att
a2
z,y—0 22 4 y*

12.2.14 Hur ska funktionen
2% — ¢
T —y

flz,y) = (z #y)

definieras pa linjen z = y sa att den blir kontinuerlig i hela z, y-planet?

Med en polynomdivision

.’L'Q + y2 + xy
.’L'S — y3 r—Y
.’ES — x2y
—y3 +a?y
. y3 +1'y2
Q?Qy _ l‘yQ
22y — zy?
0
far vi att
3 3
% = +yP+ay (2 #y).

Om vi siitter F(z,y) = 2% + y? + xy s har vi alltsa att

f(z,y) = F(z,y) forx#y.

Genom att definiera
f(z,y) = F(z,y)

dven da x = y sa far vi att f blir kontinuerlig i hela planet eftersom polynomet F
ar kontinuerlig overallt.



12.3.2 Rékna ut forsta ordningens partialderivator av funktionen
f(a,y) = zy + 2*

i punkten (2,0).

Funktionen f beror av tva variabler x och y, och har déarfor tva partialderivator g—i

och %.
Yy
Nar vi rdknar ut % deriverar vi f med avseende pa x och betraktar y som en
konstant,
of
—— =y +2z.
Ox
Pa samma sétt far vi % genom att derivera med avseende pa y och betraktande x
som en konstant,

of _
a—y—x—i—O—x.

Partialderivatornas virde i punkten (z,y) = (2,0) far vi genom att stoppa in z =
2 och y =0,

12.3.5 Rékna ut forsta ordningens partialderivator av funktionen
z = arctan y
T

i punkten (—1,1).

De tva partialderivatorna far vi genom att derivera med avseende pa variabeln i
fraga,

0z 1 ( y) —y

o 2 \T2) T Ta 2

or 1+<g) x 24y
x

%_ 1 1 x

Wy

X

Partialderivatornas virde i punkten (—1,1) &r

0z —Y -1
—(—171) = — o = = —1/2,
ox w2yl (—1)2 412
0z x -1

~1.1)= —— =———=-1/2.
83/( 1) 22 + 2 == (—1)2 12 /



12.3.6 Rékna ut forsta ordningens partialderivator av funktionen
w = log(1 + ")

i punkten (2,0, —1).

Vi har tre partialderivator; en for varje variabel

ow 1 evy?
U (0LetE ) = .
Or 1+ery* ( te yz) 14 ey vz,
ow 1 ery*®
o ) Tyz - .
3y = T¥ eove (0 +e xz) 1+ oovs xrz,
ow 1 ery®
o ) Tyz | - .
0z 1+ evy? (0 te xy) 1 4 ezvz Y-
I punkten (2,0, —1) antar partialderivatorna véirdena
ow ery? 1
92 20D = g E e T3 O D=0
z=—1
ow ery® 1
—(2,0,-1) = ———— - =——.2.(=1)= -1
8@/(” )= T 2 1+1 (=1)
z=—1
ow ery? 1
—(2,0,-1)= —. = -2-0=0.
9z 20D = s s = 7

12.3.12 Rikna forsta ordningens partialderivator av funktionen

2 2
< —2y
— omz#y,

0 annars

i punkten (0,0).

Enligt definitionen av partialderivata ar

h* —0 0
af T f(0+ha0)_f(070)_ : h—20 B T _
or "0 = % h T Tt h
0 — 2k? 0
ay 0 =i k = R = R

12.3.14 Bestdm en ekvation for tangentplanet och normallinjen for funktionsytan till

flz,y) = z;z

i punkten (1,1).

For att bestimma normallinjen behover vi en punkt P pa linjen och en riktnings-
vektor n till linjen. Normallinjens ekvation &r da

r(t) = OP +tn (t parameter).
Eftersom vi soker normallinjen i punkten (1,1) maste linjen ga genom punkten

P=(1,1,f(1,1)) = (1,1,0).



Normallinjens riktning i samma punkt ges av vektorn

n= (8f(1 1), gf(l 1), 1)

ox
dér
of l-(z+y)—1-(z—y) 2y
== =1/2
ax( 1= (x4 y)? rmy=1 (x 4+ y)? la=y=1 /
of (D-(z+y) —1-(z—y) —2
1,1 = =—-1/2
ay( )= (x+y)? vmy=1 (@ Y)?la=y=1 /
vilket ger
n= (1-1-1)
Normallinjens ekvation ar alltsa
r(t) = 0P +rn=(1,1,0)+t (1, ~1 -1).

For att bestamma tangentplanets ekvation behéver vi en punkt i planet och
planets normalvektor. En punkt i planet dr tangeringspunkten

P=(1,1,f(1,1)) = (1,1,0).

Planets normalvektor édr normalen till ytan

0
(af(l 1), a:];( 1), —1) =(L,-1,-1).

Planets ekvation &r

<~ (%37%;7 ) ((x,y,z)f(l,l,O)) =0
& 1 —sy—2=0.

12.3.22 Bestdm en ekvation for tangentplanet och normallinjen for funktionsytan till

flz,y) = 1+ x3y2

i punkten (2,1).

En punkt pa normallinjen &r

P=(2,1,f(2,1)) = (2,1,3).

Normallinjens riktning &r parallell med funktionsytans normal

of of
= (5,205, 0.-1),
dér
of 1 2.2
2L2,1) = =2
ax( ) 2/1 + 2342 Y vl
of 1 3
— = '2.% = 8 3
3y( ) 2¢/1 + x3y? Y i /
vilket ger
n = (2, %, -1)

Normallinjens ekvation &r

r(t) =0P +tn=(2,1,3)+¢(2,8,—-1) (¢t parameter).

737



~
W

N

En punkt i tangentplanet ar
P = (27 17 3)’
och planets normalvektor &dr parallell med funktionsytans normal

n=(22% -1).

13
Planets ekvation ar darfor
n-(r—O0P)=0
s (2,5-1) ((xy.2)—(2,1,3) =0

12.3.24 Bestdm alla horisontella plan som tangerar ytan med ekvationen
2 2
2 = pye~ @2,

Till vilka punkter &r de tangentplan?

Ett horisontellt plan har normalvektorn (0,0, 1). For att ett sadant plan ska vara

ett tangentplan sa maste funktionsytans normal vara parallell med (0,0, 1), d.v.s.

of of
L) = 1
<8x’ay? ) k(070’ )
for nagot k # 0. Detta ger villkoret
of of
o oy ()
Vi har att
of (a2 +y?)/2 —(a®+y?),/2 2y, o= (@ +47)/2
5 = Ve +aye (—x)=(1—-a%)ye ;
8f 2 (2,2
hCAE (@*+y*)/2
9y (1-y )ze

Eftersom exponentialfunktionen aldrig &r noll sa leder (x) till ekvationssystemet
(1—-a?)y=0 (1)
(1—y*z=0 (2)

Bade (1) och (2) dr uppfyllda omm atminstone en av faktorerna i varje ekvation
ar noll. I varje ekvation finns tva faktorer vilket ger 4 kombinationsmojligheter.

1—2%=1-1y%=0: Detta ger punkterna (1,1), (1,-1), (=1,1) och (-1, -1).
1 — 22 =2 = 0: Saknar 16sning.
y=1—y?=0: Saknar l6sning.
y=x=0: Detta ger punkten (0,0).

I dessa punkter #r alltsa tangentplanen horisontella. Tangentplanens ekvationer
blir

(1,1) = f(1,1) = e !
(1,-1) : = f(1,-1) = —e!
(-1,1) = f(=1,1) = —e!
(—1,-1): = f(=1,-1) = ¢!
(0,0) : 2= f(0,0) =0



12.4.4 Bestdm andra ordningens partialderivator av

z =4/3x2 + y2.

Forsta ordningens partialderivator &r

af 1 3z
Y- =
0r  2,/322 + 2 /372 + 42
of 1,
Ay 2¢/322 442 /312 + 42

Andra ordningens partialderivator far vi genom att derivera en gang till,

f  009: 0 3

@:%%7%1/3x2+y2

. 2 2 _ . i .
73 3z° + y* — 3z oz 6x

(V)
3(32% +y?) — 927 3y?
(3I2+y2)3/2 =
f_00:_ 0 y
Oy*  OyOdy Oy /322 4 42
1322492 —y- 27@ -2y
(Vo)
302 + y2 — 42 B 342
- - (322 4 y2

(322 + y2)3/2

(3x2 +y2)3/2 )3/2

0%z 00z 0 Y

0x Oy B Oz dy 0z /322 + y2

N

2(322 + y2)3/2

—3zy

Eftersom funktionen z #r sammanséttningen av polynomet 3z2 +y? och kvadrat-
roten dr z kontinuerligt deriverbar av alla ordningar. Vi har dérfor att

0%z B 0%z B —3xy
oyoxr  Oxdy (3x2 +y2)3/2.

Anm. Vid en tentamen kan det vara bra att som en extra kontroll verkligen rikna
8%z

ut Dy on"




12.4.10 Visa att funktionen

x
f(z,y) = o
dr harmonisk 6verallt utom i origo.
Funktionen f &r harmonisk om
U I
ox? oy
Vi har
of 1 (@ +y*)—z-2x  —a® 4y
or (22 + y2)2 T (@2 +2)?
ﬁ 0 —z?+y? 2z (2?4 y?)? — (—2? +y?) - 2(2% 4+ y?)22
92 Ox (22 +y2)? (22 + 42)*
@+ (20 +yP) — da(—a? +¢?))
- (22 4 12)*
_ 223 — 6xy?
- (m2—|—y2)3
of . g, T2
gy~ @y T @12
ﬁ 0 2y 2z (22 + y?)? — (—22y) - 2(2% + y?)2y
O~ By @y (@2 + )8
_ (@ +9?)(—22(a® + ) + 82y®)
- (x2 —|—y2)4
_ —223 + 6zy?
- (zz 4 y2)3 :

Nu ser vi att (x) dr uppfylld da (z,y) # (0,0), d.v.s. f &r harmonisk.



Lektion 5, Flervariabelanalys den 26 januari 2000

12.5.2 Bestim 68_1: om w = f(z,y,2), dir z = g(s), y = h(s,t) och z = k(t).

Vi ska forst bena ut hur variablerna beror av varandra genom att rita upp vari-
ablerna i ett trid dir en variabel i en hogre niva beror av de variabler som den
ar forbunden med i den lédgre nivan.

Nir vi ska berikna 2% ska vi forbinda w med alla ¢ i triidet. Varje stig fran w

ot
till ¢ ger upphov till en term i uttrycket for %—7;’. Varje sadan term &r i sin tur en
produkt av partialderivator av de variabler som ingar i stigen.
I detta fall finns tva t:n i tridet och tva stigar som sammanbinder respektive ¢
med w.
B S

T Y ,‘z T Y T
L s t t L s t ot
w—y—1t w—z—1t

Den forsta stigen gar via y, sa motsvarande term blir

ow 0Oy
dy ot
Den andra stigen gar via z och ger termen
ow dz
0z dt’
Notera att vi skriver % istéllet for %. Detta brukar man gora nér funktionen

endast beror av en variabel.
Var sokta partialderivata dr alltsa

ow Ow @ ow dz

ot oy ot | 0z dt’

eller uttryckt med funktionerna

ow _0f oh  0f dk
o oy ot 0z dt’

12.5.5 Om w = f(z,y,2), dir z = g(y, z) och y = h(z), berikna

W (5), o (5.,

Vi borjar med att rita upp variabeltriddet. Den forsta nivan &r w = f(z,y, z) och
ger oss forsta delen av tridet

—+— (1)

Sambandet = = g(y, z) ger i sin tur

!—)—\
vy - @)
!

Notera hér att y och z nu forekommer i tva olika nivaer i tridet. Vi ska aterkomma
till vilka problem detta leder till. Sambandet y = h(z) ger oss det slutgiltiga
tradet.

e
n—c
I3

nN—
I



Ett uttryck for ((11_1; far vi genom att forbinda alla z i tridet med w.

x Yy z x Yy x Yy z x Yy
| | | |
Yy z z Yy z =z Yy z z Yy z z
) ! ! !
Var och en av dessa stigar ger upphov till en term i uttrycket for ‘fl—’;’.

Stigen ldngst till vinster ger termen

fi-g1-ha,

dér f; betyder att vi partialderiverar f med avseende pa den forsta variabeln.
Stigen nést lingst till vinster ger termen

f1- g2
De tva foljande stigarna ger termerna
fa-h och fs.

Alltsa ar

dw

e = figih1 + fig2 + fol/ + fs.

Det traditionella sattet att skriva denna formel &r

dw Ow dx dy Ow O0xr Jw 8y ow

—— = ot o (*)

dz Ox Oy 0z Ox 0z Oy 9z | 0z
Notera skillnaden mellan % <7 och 36,15 Med ‘fl—z menar vi att w enbart dr en funktion
av z, d.v.s. att vi deriverar funktionen w = w(z) = f(g(h(2),2), h(z), 2).

Beteckningen %—’;’ betyder a andra sidan att vi, i vart fall, betraktar « och y som

konstanter och partialderiverar w = w(z,y,2) = f(z,y,2) med avseende pa z,
d.v.s. 2% = f5. Ett mer tydligt séitt att skriva detta pa &r

(5.

dér vi indikerar att forutom z betraktar vi « och y som variabler som vi haller
konstanta under partialderiveringen.

Med %—f kan man ndmligen ocksa mena att man bara haller z fix men later y =
h(z) och partialderiverar w = w(x, 2) = f(z,h(z),z) med avseende pa z, d.v.s.

att vi berdknar
()
82 a:.
Med kedjeregeln far vi denna derivata till

0
0 e C
’ ﬁxj z‘

Ett tredje sitt att tolka a—w dr att vi haller y fix men later x = ¢(y, z) och
partialderiverar w = w(y, z) = f(9(y, 2),y, z) med avseende pa z, m.a.o. beréiknar
()
32 y.
I detta fall ger kedjeregeln att
e
ow x Y oz
(%)y—fl'g2+f3 e i

Beteckmngen ar alltsa otydlig eftersom vi inte riktigt sdkert vet vilka storheter
som vi betraktar som variabler. Nér uttrycket ‘915 dyker upp i en formel, som den

gjorde i (), maste vi utifran sammanhanget avgora hur vi ska tolka %—w



12.5.6 Anvind tva olika metoder for att beridkna Sammanlagt far vi

ou 6’(1, st

ou e
ot — = - se’t
ot /(es)2 + (1 + s2 cost)?
omu= /22 +1y2 dér x = e och y =1+ s%cost. n 1+ s%cost ~(—828int)
V()2 + (1 + s2 cost)?
se2t — s?sint — s* costsint

V/(e51)2 + (1 + s2 cost)?

Variabeltradet har i detta fall utseendet Det andra séttet dr att direkt stoppa in z och y uttryckta i s och ¢, i u,

Y u=/(e5t)2 + (1 + 52 cost)2
x Yy
’_ﬁ_‘ ’_l_‘ och derivera
s t S t

ou 0
_ st)2 2 2
o 5% = 5 (e5t)2 + (1 + s2cost)

Derivatan 2% tolkar vi som (—) . Med kedjeregeln far vi att
o e = ! - (25" +2(1 + 5% cost) - (—s?sint))
Ou Ou dx Ou Jy 2\/628t + (1452 cost)?
ot dr ot oy ot’ set —s?sint — s* costsint
V(e58)2 + (1 + s2 cost)?

dar vi har att

ou 9] 1 x
—=—Valt+yr=———— 2= ——— Anm. Notera att egentligen rader inga tveksamheter om att tolka %—Tj som (%) . Andra
Or Oz 2\/x2 + g2 Va2 4 g2 . . ou ou\ N :
tolkningar sasom (5) och (E)y ar mer langsokta.
st x

_ € Hade emellertid variabeltridet haft utseendet

B V(e58)2 + (1 + s2 cost)?
u

Ox 9« st !—)—\

6’& 3 \/ﬁ 1 9 Yy S t S t
=/ Py =
oy Oy 2y/x? + y? Va4 y?
2 s& hade det varit svarare att avgéra om 2% betydde
1+ s%cost ot

e+ 1+ 57 cos)?
e (5., e (5.

0
5 = E(l + s cost) = —s®sint



12.5.10 Berékna

S (20,32)

om funktionen f(z,y) har kontinuerliga férsta ordningens partialderivator.

Det korrekta séttet att tolka formeln i uppgiftstexten ar att forst inféra namn pa
de tva argumenten till f. Om vi doper dessa till v och v, s& ska vi alltsa berdkna

a.. (uv U)

or

dér w = 2y och v = 3x. Variabeltradet ar ddrmed

Kedjeregeln ger

af dv

0
%f(uvv):__:

50 d fa(u,v) - (3z) = f2(2y,3z) - 3.

Anm. Uppgiftstexten forsoker faktiskt blanda bort korten genom att kalla funktionen
for f(z,y) och pa sa sétt antyda att % mojligen skulle kunna vara en partialderivering
med avseende pa den forsta variabeln. Hade formeln varit
of
sa hade detta ocksa varit vad som avsetts.
For att oka tydligheten skulle man istillet kunnat skriva

% [f(Zy,3m)].

12.5.12 Berékna

5o (0.0, £0.0)

om funktionen f(z,y) har kontinuerliga férsta ordningens partialderivator.

Vi doper de tva argumenten till det yttre f:et till

u=yf(z,t),
v = f(y,t).

Argumentet u kan dessutom skrivas u = y - w om vi sétter
w = f(x,t).

Ritar vi upp variabeltriadet far vi

f
u v
T
y w Yy t

’_A_‘

x t

Kedjeregeln ger att
05 _of ou  0f o0
Oy Oudy Ov dy
= fl(u,’U) Sl f2(U,U) ! fl(?J,t)

= fl (y.f(xvt)’f(y7t)) : f(xvt) + fQ(yf(x7t)’f(y’t)) : fl(yvt)'



12.5.15 Antag att f har kontinuerliga partiella derivator av alla ordningar. Om z = Bada termerna har samma variabelberoende som z, sa kedjeregeln ger
f(z,y), ddr x = 2s + 3t och y = 3s — 2t, berikna

9z 9, _0h0r 0f Oy
) o5 95V o s T By s
b) 9%z = fu(z,y) -2+ fiz2(x,y) - 3
dsot’
o 0, _onor by
c) EToR Os f2 or 0Os + Oy 0Os
= f21(x7y) -2 + f22(1'7y) : 3
Dessa andra ordningens partialderivator kan skrivas som Eftersom andra ordningens partialderivator dr kontinuerliga dr fio = for
92z O Oz och vi far att
95 = 05 05 .
Pz 9 0z 752 =4- fu(z,y) + 12f12(z, y) + 9f12(z, y).
dsot  Os ot’
&z _ 0 0z b) Vi far
ot? ot ot
s . .. 0%z 0 0z 0
Vi boérjar darfor med att bestdmma % och %. =— = (filz,y) -3+ falz,y) - (—=2)
Variabeltriidet blir i detta fall ' dsot  0s Ot 53( )
. _ (%@ %@)_2(%@ %@)
dr ds Oy Os Or O0s Oy Os
z Y =3(fur(z,y) - 2+ fra(z,y) - 3) — 2(far(z,y) - 24 fao(z,y) - 3)
s t s t :{fu:fm}:6f11(x,y)+5f12(x,y)*6f22(x,y)

Kedjeregeln ger att Som en extra kontroll kan man ocksa rikna ut

0: _ 0z 00 020y 0 0:
ds Ox 0s Oy Os ot ds
= filz,y) -2+ folz,y) -3, som ska vara lika med ovanstaende.

0: 0z 0x 0z 0y
ot Oz ot 0Oy ot

= hi(z,y) -3+ f2(zy) - (=2). Pz 00z 0
o g(ﬁ(%y) 3+ fo(z,y) - (—2))

(8]‘1 8x+%@) _2(6f2 Ox +%@)

c¢)  Den sista derivatan far vi pa motsvarande sétt

a)  Linjariteten gor att vi kan dela upp den stkta derivatan i tva termer

or Ot  Jy Ot Or Ot OJy Ot
=3(fuulz,y) - 34 fra(z,y) - (=2)) = 2(far(2,y) - 3+ fao(z,y) - (=2))

0 0
=255 @ y) + 35 fa(@,y). = {12 = for } = 9f11(2, ) — 12f15(2, ) + Afas (2, y)-

: _
o= (A 2+ faley) -3)



12.5.16 Om f(z,y) dr harmonisk, visa att

x
f<1‘2+y2

ar harmonisk.

Att f &r harmonisk betyder att
2
x?

Om vi séitter

aven

? 2 +y2

2

fa) + 88—y2f<x,y> 0.

X

22 4+ y?’

-y

T 22t g2

sa ska vi alltsa visa att

2

Om vi ritar upp variabeltradet sa far vi

Kedjeregeln ger att
Of du L of af ov
ou dz ' Ov dx

0 T
=h) g

amf

+f2(U,’U
1-(2?2+9%) -2 22

2

0 0
@f(uvv) + 87y2f(u’ U) =0.

).gi
Or z2 + y?

= fi(u,v) - (22 + y2)2

71‘2+
- + fa(u,

SR Gy

+ halww) (-

v) - 2xy
(22 + 2)2

-y

x2+y2

2 -Zx)

Oy

f

8f 8u+8f v
du Jdy v ay

= filu)- 2

T

oy x2 + 32

= fi(u,v) - (_W : 2y> +

:fl(u’v)'(xz’_i

Ytterligare en derivering ger

82

da?

=

_ (8f1 ou

ou Ox

a 2

5z (N10) @;Tt,y
_ofi =2+t
T 0x (22422
df1 2xy
0r (22 +y2)?

0f1 Ov

ov Ox

-2z - (22

+ fi(u,

+ fa(u,
1o}

?)?

+ fa(u,v) -

_|_f2(u7v) . 3 -7

(1) - (> +9*) = (-y) - 2y
(22 + 12)2

2x
) Gt )

—2? + y?

Ve @ g

2zy
Oz (22 + 12)?

—2? + y?

).(x2+y22

+ y?)?

)

— (=22 +y?) - 2(22 +y?) - 27

+f1(uav)'

. (8f2 ou

ou Ox

(22 + )2

0 fs 81}) 2x

ov Ox
2y - (22 + %)% — 22y - 2(x? + y?)27

(x2 +
2

y
y?)?

+ falu, v)
- (fu(u,v)

+ filu,v) -

+ (farlu,0) -

—|—f2(u,11) ’

G
G

ﬂ
+y?

+y

ety
(2 +y
—62%y + 213

(2 +y?)*

2 + fia(u,

223 — 6zy?

OE

2)2 + fa2

(22 + 42)3

2xy ) —x° 4y
)

v
) (2+y22

(1, ) - 2xy | ) : 2xy

(2_|_y22 x2+y2)2



a2 4?2 _ 9.3 3
( y°) 22°y + 2xy Sammanlagt har vi

= fu(u,v)- (a2 )t + fi2(u,v) - R
outy 4 20y a2y 92 92 2,2 24,2
T o (uyv) - 2E Y20 T e o Jlu) = L CE )
1(u,v) (22 + y2)* + foz(u,v) (22 + y2)* 0x? fluw,v)+ y? fluv) = (22 4 92)4 (Fra(w,0) + foa(u,))
223 — 6xy? —62%y + 2y3
i) o) y+ 2y = { f harmonisk = f;; + foo =0} =
e 7 e 11+ f2=0}=0,
. ) - vilket betyder att vi visat (x).
Wf&y<f1(uav)'(x2_12_zy2)2+f2(%”)'m> |
4 Y
_0fi —2xy 0 —2uxy
by @y Y gy ey
Ofs —x%+19y? 0 —x2+19?
oy @R fawv) 3y (2 +y?)?

—2xy
12.5.18 Uttryck

(20 0u 01 vy
du By v oy (22 +y2)?
+ fi(u,v) - —2x (xQ + 92)2 — (—2zy) - 2(1'2 + 3/2)23/ o’ f(2z+3
(z2 +y2)* dwaye | 20t 3 T)
Jfy Ou  Jfy Ov —22 4+ i
dfs Ou | Ofs Ovy ¢ : . . . . .
i ( L 8y ik ay) (3:2 ~ y2)2 i termer av f:s partialderivator som alla &r kontinuerliga.
¢y @A) (2 407 2 + )2y
(22 +y?)* o L db .
(s 9wy ). 2% | oy m vi doper f:s tva argument till
(22 +y2)2 ) r ey
y?) (@ +y?)%/) (2% +y?)? =
oyt , u =2z + 3y
+ fi(u,v) - —2z” + b6xy”
) (22 + 2)3 V=
—9r _ 2 2 2 2 a i i
N <f21(u,v) ’ 2 yy2)2 ) : ;E++ Zy)z) ' : Qx +3)2 sa har f variabeltradet
X Y e +y
622y — 2y3 !
+ fa(u,v) - @1
242 r—qf—\ Hﬁv
_ dxcy 223y — 2xy3
fr1(u,v) (22 + y2)° +f12(U7U)'W r ¥y oz ¥
2.’E3 — 9 3 2 2\2 . ° .
+ fa1(u,v) - <x2y+ yz)Z’ + fa2(u,v) - ((9; _:—yZ)é)l Med kedjeregeln far vi
—22% 4 67> 6x3y — 23 of _0f ou  0f ov
+ filu,v)  ———— B v oudu v ou
fi(u,v) @212 + fa(u,v) @ 1 52 dy  Ou dy o dy
= fi(u,v) -3+ fo(u,v) - x



ﬂ — gy <3f1 (U, U) + fo(u7 U))

0y?

_ (%@ %@) (%@+%@)

"\ ou Oy Ov Oy . ou dy  OJv Oy
=3(fu1(uw,0) - 34 fra(u,v) - ) + x(for(u,v) - 3+ fao(u,v) - x)
= { flg, f21 kontinuerliga = f12 = f21 }

= 9f11(u,v) + 62 f12(u,v) + z2 fos (u,v)

3
it 0 (9f11(u,v) + 62 f12(u, v) + 22 fao (u, U))

Oz Oy? " or
o afll ou afn ov
=9( o)

ou Ox ov Oz
O0f12 Ou

ou Ox ov Oz
Ofa2 Ou 0fa2 c%)

+6f12(u71})+6x( 0f12 31})

ou Ox Oov Ox

= 9(f111(u,v) 24 fiiz- y)
+ 6 f12(u,v) + Gx(ful(u,v) -2+ fr22(u,v) - y)
+ 22 oo (u, v) + 22 (fa21 (4, v) - 2+ faza(u,v) - y)

= {f112 = fi215 fi22 = fonn }

= 18111 (u,v) + (122 + 9y) fr12(u, v) + 6 f12(u, v) + (222 + 62Y) fi22(u, V)
+ 22 faa (u, v) + 22y fa2 (u, v).

+ 2 foo(u,v) + z? (

12.6.2 Anvind en ldmplig linjarisering av funktionen

f(z,y) = arctan ¥
T

for att berdkna ett approximativt virde av funktionen i punkten (3,01;2,99).

Eftersom punkten befinner sig néra (3,3) och f och dess derivator #r enkla att
rikna ut i (3,3) sa viljer vi att linjarisera f i punkten (3, 3).
Taylors formel ger att

B of of z—3
fla =163+ (6.3 Fe0) (573) + A6 -30-3
dér
3 _ 1
f(3,3) = arctan 3 =™
of _ Y _
%(373) - :I:Q ¥ yQ w—y=3 - 1/63
of «x B
6_y N 2 + y2 r=y=3 a 1/6
Alltsa &r

flz,y) =37+ (—=1/6 1/6) (;‘;’) + Ry(z — 3,y — 3)

T— L@ —3)+ 1(y—3)+ Ra(x — 3,y — 3).

N

Ett approximativt virde av f(3,01; 2,99) far vi om vi bortser fran resttermen
(som férhoppningsvis &r liten)

£(3,01;2,99) ~ 1r — 10,01 + L - (—0,01) ~ 0,78206.

Notera att vi inte har nagon skattning av resttermen R, sa var approximation
ar osdker.



12.6.6 Anvind en ldmplig linjarisering av funktionen

2
flz,y) =ze’™

for att berdkna ett approximativt viirde av funktionen i punkten (2,05; —3,92).

Eftersom punkten befinner sig nira (2, —4) dir f #r enkel att rdkna ut sa viljer
vi att linjarisera f i punkten (2, —4).
Taylors formel ger att

fla = -0+ (e Sea) (577) + mate - 240

ox dy y+4
dér
F(2,-4) =242 =2,
OF _pevts®|  _o
dy i)
Alltsa ar

flz,y)=2+(9 2) <Z;i> + Ro(x —2,y+4)
=2+4+9(x—2)+2(y+4)+ Ra(x — 2,y +4).

Ett approximativt viirde av f(2,05; —3,92) far vi om vi bortser fran resttermen
(som férhoppningsvis &r liten)

£(2,05; —3,92) ~249-0,05+2-0,08 = 2,61.

Vi maste gora samma anméirkning som efter férra uppgiften. Eftersom vi inte har
nagon skattning av resttermen sa dr approximationen osédker.

12.6.16 Bestim Jacobimatrisen Dg(1,3,3) till transformationen fran R® till R® som
ges av

g(r,s,t) = (7"25,1"215, s? — t2)

och anvénd resultatet for att beridkna ett approximativt virde av g(0,99;3,02;2,97).

Jacobimatrisen till

g1(r, 8, t) r?s
g(r,s,t) = | g2(r,s,t) | = r2t
g3(r, s,t) 2 — 2
ges av formeln
991 891 Ogq1
or Os ot
b= (% i
% % 993
or Os ot
dar
0g1 g1 2 g
—_— = 2 — = _— =
or TS s =T g T
092 0g2 g2 2
or S s =0 Ty =
dgs Jgs 093
—= = —= =2 —= = —2t.
o =0 9 T
I punkten (r, s,t) = (1,3,3) &r
g 0g1 on
—(1 = —/(1 =1 1 =
M033=6 Pazn=1 D=0
g2 092 092
%2088 =6 azn=0 P33
g3 dg3 993
9931,3,3)=0 %(1,3,3) = 1,3,3) = —6.
083 =0 Pazy-6 Pss= -
Alltsa &r
6 1 O
Dg(1,3,3)= (6 0 1
0 6 —6



For att berdkna ett approximativt virde av g(0,99;3,02;2,97) linjariserar vi g i
den nirbeldgna punkten (1,3,3) och approximerar g:s virde i (0,99; 3,02;2,97)
med linjariseringens virde i samma punkt.

Taylors formel ger att

g(r,s,t)

r—1
=g(1,3,3)+ Dg(1,3,3) [ s =3 | + Ro(r — 1,5 — 3,t — 3)

t—3

12.3 6 1 0 r—1

2.3 ] +[6 0 1 s—3]| 4+ Ra(r—1,s—3,t—3)

32— 32 0 6 —6 t—3

3 6-(r—1)+1-(s=3)+0-(t—23)

3l +(6-(r—1)40-(s—3)+1-(t—3)| +R2

0 0-(r—1)+6-(s—3)—6-(t—3)

34+6(r—1)+(s—3)

3+6(r—1)+(t—3) | +Re

Linjariseringens vérde far vi genom att bortse fran resttermen

346-(—0,01) 4 0,02 2,96
9(0,99;3,02;2,97) ~ [ 3+6-(—0,01) + (—0,03) | = [ 2,91
6-0,02—6-(—0,03) 0,30

(Fortséttning av datorgrafik-
exemplet)

Ofta nir man ritar i rum-
met vill man inte bara proji-
cera punkter pa skdrmen utan
Q' ocksa riktningar.

Antag att vi har en rikt-
ning v utgaende fran punk-
ten @, vilken blir motsvarande
U1 riktningen w utgaende fran Q’
pa skidrmen.

Problemet &ar: Givet Q, E, P och w1, u2 samt v. Bestdm riktningen w i planets koordi-

natsystem.

Avbildningen fran rummet till skirmens plan ges av uttrycket

F:Qr (Fg(@

219)- s (R 22

—EQ - (PE x uy)

Den transformation som avbildar riktningar fran rummet till riktningar i planet
ges av differentialen dF'.

Differentialen har matrisen

VF;
VF) '

For att berdkna matrisen behover vi foljande rikneregler

1. V(EQ - (ax b)) =axb.

f

2. v(g

)

_Vfg-1fVyg

g2



Vi far
V(m ﬁX’UQ))_V[m'<ﬁXUQ)](m'(U1XUQ) (m P_E)xug) [m~(u1xu2)]
EQ - (uy x us) (m “1X“2)
_ (PE x u2)(EQ - (w1 X ug)) — (w1 x uz)(EQ - (PE x us))
(m%ulxug))z

(@ (PE x ul)) _ —V[EQ- (PE x w)] (EQ - (w1 x up)) — (EQ - (PE x w)) V[EQ - (w1 X us)]

m (w1 X usg) (m “(uq % uQ))2
—(PE x w)(EQ - (w1 X u2)) + (w1 x u2)(EQ - (PE x u))
(m (ug x uQ))2

Alltsa har dF 2 x 3-matrisen

1 ( [m,’u,l,l@] (ﬁ X UQ) — [m,ﬁ,uﬂ (u1 X ’LLQ))
(E4Q> (ug x u2))2 *[@,Ul,ﬂg](ﬁ X uy) + [ET)),P_E),ul](ul X ug))’

dér vi anvant oss av trippelproduktbeteckningen

la,b,c] =a-(bxc).



Lektion 6, Flervariabelanalys den 27 januari 2000

12.7.2 Givet funktionen

flz,y) = ilz

och punkten p = (1, 1), berikna

a)
b)

¢)

gradienten till f i p,
en ekvation for tangentplanet till f:s graf i punkten (p, f(p)),

en ekvation for tangentlinjen till nivakurvan fér f i punkten p.

Gradienten till f dr

_(of Of
Vf—(%’a—y)v
dar
of _1-(et+y—(z-y-1_ 2
Ox (z +y)? (z +y)?
g_—l-@—!—y)—(z—y)-l_ —2z
dy (z +y)? C (z+y)?

I punkten p = (1,1) dr alltsa

Vi = (G Gy )

r=y=1

Grafen till f #r den yta i R® bestiende av alla punkter (z,y, z) som uppfyller
sambandet

z= f(z,y).
Vi kan skriva om detta samband till
0= f(z,y) — =z
Grafen #r alltsa i sjdlva verket O-nivaytan till funktionen

g(x,y,z) = f(l',y) —z.

En normalvektor till g:s nivayta i punkten (1, 1, f(1, 1)) ar gradienten

dg 0g O
n=Vo(1,1,0) = (5. 5" 57)

r=y=1

- (55

z=y=1
2=0

Eftersom tangentplanet genom punkten (1,1,0) ska tangera g:s nivayta
ar m en normalvektor till planet.

Planets ekvation dr darmed

—_

—_

=
~
I
jan}

S
7
|

-1

((@y,2) = (1,1,0)) =0

N—=
[ L

|
o= Nk O
N N—

Il
e

-

<
|

En nivakurva till f bestar av alla punkter (z,y) som uppfyller sambandet

flzy)=C
for nagot fixt C.

Punkten p = (1,1) tillhor nivakurvan med C-virdet

1-1
C':f(lvl):m:

For att bestimma tangentlinjen till nivakurvan i p = (1,1) behéver vi veta
nivakurvans riktning v i punkten p. Den riktningen vet vi &r vinkelrdt mot
nivakurvans normal n som ges av gradienten

n=Vfp) =(3-3)

sa v far vi exempelvis till v = (%, %) En parametrisering av tangentlinjen
ar

r(t)=p+tv=(1,1)+t(3,3).



12.7.8 Bestdm en ekvation for tangentplanet till nivaytan av funktionen Vi har

f(@,y,z) = cos(z + 2y + 32) o _ (1,-1) _ 1)
i punkten (3, m, ). v /12 + (—1)2 V2 ’
of of
V£(0,0) = (5:(0,0), 5-(0,0)).
En normalvektor till niviytan i punkten p = (37,7, 7) ges av gradienten of . Yy
of , . of, . of 50,00 =—— =1,
n=VIe) = (5 0.5 0.5 0) O L+ yle==0
ox y 0z of z
“0,00= —2 —0.
dar 8y( ) (14 y)?la=y=0
%( ) = —sin(z + 2y + 32) =1 Déarmed ar
5P = Y e =
y=z=m 1
of . Dy f(0,0) = 2(1,-1)-(1,0) = —=.
8—y(p)z—sm(m+2y+32) ;z:/i:Q, v/ (0,0) \/5( ) (1,0) V2
of .
g(p) = —sin(z + 2y + 32) — =3.
Tangentplanets ekvation &r
n-(r—p)=0
& (1,2,3) - ((m,y,z) — (%ﬂ',ﬂ',ﬂ')) =0
& r+2y+ 3z = %77.
12.7.14 Lat
f(a,y) =log|lr||
ddr r = (z,y). Visa att
r
v
e
12.7.12 Bestdm #dndringstakten av funktionen
__* Vi skriver ut f iz och y,
fly) =17 ”
vid punkten (0, 0) i riktning (1, —1). f(z,y) =log||r|| =log Va? +y? = %log(ac2 +42).
Gradienten &r
Vi soker f:s riktningsderivata i riktningen v = (1, —1), d.v.s.
Vi of of
D, £(0,0) = e, - V£(0,0). f= (%, a_y)’



dar
9 1
_f = 2 Lo = r ,
817 1'2 + y2 1:2 + y2
of _ 3 5 _
oy x2+y? x4+ y?
Alltsa ar

Vf:( z y ): (r,y) _
a? +y? a2 +y?/) 2 4y? el

12.7.17 1 vilka riktningar fran punkten (2,0) har funktionen

flz,y) =zy

en dndringstakt pa —1? Finns det riktningar i vilka &ndringstakten dr —37? eller —27

Andringstakten i en riktning v ges av riktningsderivatan
D, f(2,0) =e, - Vf(2,0).

En enhetsvektor i R? kan alltid skrivas i formen

e, = (cosf,sin )

dar 0 < 0 < 2m.
Gradienten ar

Riktningsderivatan blir alltsa
e, - Vf(2,0) = (cosb,sinh) - (0,2) = 2sin 4.

Denna derivata dr —1 da

1
sin9:f§ & 0:%71' eller 6=

med motsvarande riktningar

11

?Tf

(cos Zm,sinZm) = (=42, -1),

(4 -3)

20 2/

(cos %77, sin %W)

Uttrycket 2sin @ kan aldrig anta véardet —3 eftersom —1 < sinf < 1, ddremot

antas viardet —2 da sinf = —1, d.v.s. da 6§ = %w vilket svarar mot riktningen

(cos 3m,sin 37) = (0, -1).

12.7.22 Bestdm en ekvation for den kurva i x,y-planet som passerar genom punk-
ten (1,1) och skir alla nivakurvor till

fla,y) =" +¢°

under riat vinkel.

Om var kurva ska skéra en nivakurva i punkten p vinkelritt sa maste den ha en
riktning som dr parallell med nivakurvans normal V f(p).

Vf(p)

var kurva

nivakurva



Antar vi att vi parametriserat var kurva med r = r(t), sd maste vi alltsa ha att
7(t) &r parallell med Vf(r(t))

for alla parametervérden t.
Analytiskt betyder detta att det ska finnas en skaldr k(t) # 0 sa att

7(t) = k() Vf(r(1). ()

Skaldrfunktionen k(t) dr lite besvirande att hela tiden béra med sig, speciellt
eftersom den saknar geometrisk betydelse (d.v.s. oavsett hur den ser ut paverkar
den inte kurvans form utan bara hur parametriseringen ser ut).

Ett sétt att bli av med den &r att tédnka sig att vi parametriserar om var kurva
till

r(u(t)), (%)

diar u: R — R &r en en-entydig funktion. (%) beskriver fortfarande geometriskt

samma kurva, det ar bara det att istéllet for att en punkt pa kurvan svarar mot

parametervérdet ¢y svarar den nu mot ett annat parametervirde.
Parallellvillkoret (f) blir nu (med kedjeregeln)

i (u(t)) - () = k(D) VF (r(u(?))).

Om vi véljer u(t) sa att 4(t) = k(t) forenklas detta till

7 (u(t)) = V£ (r(u)). 1)

Att vi verkligen kan viilja u(t) pa detta séitt ser vi genom att sétta

u(t) = /Ot k(r) dr,

for da ar w(t) = k(t). I och med att u(t) = k(t) # 0 sa maste u(t) hela tiden
antingen vara strangt vixande eller avtagande, d.v.s. en-entydig.
Istéllet for att hela tiden skriva r(u(t)) kan vi anta att vi redan frén bérjan
valt denna parametrisering och skriva r(t).
Om vi nu ska skriva () i vektorform sa har vi
. z(t)
r(t) =1 .
) (y(t)>
VE(r(t) = (g(r(t)) g—g(r(t))) = (4z(t)® 2y(t)).

(1) blir déarfor

(1) = 4a(t)*, (1)
y(t) =2y(t). (2)

~+

Vi ska nu 16sa dessa tva differentialekvationer. Vi kan anta att kurvan gar genom
punkten (1,1) da ¢t =0, d.v.s. (2(0),y(0)) = (1,1).

Ekvation (1) kan skrivas

Om vi integrerar bada led m.a.p. ¢ fran 0 till ¢ fas

VL:/O %dt:{w:m(t); dw = (1) dt }

J -,
i 4wd 8z(1)? 8

t
HL:/ dt =t
0

vilket ger

=t & x(t) =

18t

dér minustecknet forkastas eftersom vi maste ha att 2(0) = 1.

Pa liknande sétt 16ser vi (2) och far
y(t) = e

Var kurva har alltsa parametriseringen

r(t) = <ﬁ> (-0 <t<g)



7

Anm. Man kan eliminera parametern ¢ och fa fram att kurvan ocksa kan skrivas som

y:exp(é—i) (z > 0).

12.8.4 Beridkna derivatan % om y uppfyller féljande samband

Y

z 2
e’ —zzlogy = m.

Vilka villkor pa (z,y, z) kan garantera existensen av en 16sning y = y(z, z) med ovan-
staende derivata.

Om vi bérjar med derivatan sa ska vi alltsa derivera det implicita sambandet
med avseende pa z och med y som en funktion av x och z, d.v.s. derivera

V@A) _ 22 logy(x, z) = .
Vi far

eyz(%-z—l—yl)—<m2-1~logy+x23-$g—) =0.

Vi samlar ihop %7

22\ 0
(eyzz — ﬂ)—y +ye¥* —az?logy =0
y / 0z
oy z2logy — y ev?
0z 2%z
zeyr — —
Y
Detta givetvis under forutséttning att vi verkligen kan skriva y = y(z, z) lokalt.

Det implicita sambandet kan vi skriva som en nollstélleyta genom att sétta

-

fz,y,2) = e¥* — 2?zlogy — 7.

De punkter som uppfyller det implicita sambandet uppfyller ockséa f(z,y,z) = 0.
Enligt implicita funktionssatsen kan vi utifran f = 0 skriva y = y(z, z) lokalt om

of
8_2,/#07

d.v.s. om

12.8.8 Berikna derivatan % om z uppfyller féljande samband

F(as2 — 2247 +xz) =0,
déar F &ar kontinuerligt deriverbar.

Vilka villkor pa (z,y,2) kan garantera existensen av en 16sning z = z(z,y) med
ovanstaende derivata.

Vi deriverar det implicita sambandet med avseende pa x och med z = z(z,y).
Kedjeregeln ger

0z
2_ 2 .2 . _ 9, 9%
Fi(z® —2%,y° +22) (290 2z 83:) +

Fg(x2—22,y2+xz)~(1-z+x-g—;) =



Vi samlar ihop %7

(—Zz-Fl( )+ - Fy( ))g—;+(2x-F1( )+ 2 - Py )):0

0z  —2x-F( )—z-Fy( )

< %_—22'}7’1( )+£L'F2( )

Den méngd som definieras av det implicita sambandet &r en nollstélleyta till
funktionen

G(z,y,2) = F(2? — 2%,y* + 22).

Enligt implicita funktionssatsen kan vi garantera att z = z(x, y) lokalt om
oG
== £,
0z 7

d.v.s. om

%F(xQ—ZQ,yZ—i—xz):Fl( )-(=22)+ Fa( )-z#0.

12.8.11 Berédkna derivatan (g—z) om z uppfyller sambanden

x2+y2+22+w2:1
T+ 2y + 3z + 4w = 2.

Vilka villkor pad (x,y, 2, w) kan garantera existensen av en 16sning = = z(y, z) med
ovanstaende derivata.

Den méingd som bestdms av de tva implicita sambanden &r nollstélleytan till
funktionen

2 2 2 2
Flo,y, 2 w) — (x A 1).

r+2y+3z+4w —2

Eftersom F' #r en funktion med virdemingd i R? kan vi niistan undantagsvist
skriva tva av variablerna z,y, z, w som funktion av de 6vriga tva. I vart fall

x = a(y, 2),
w=w(y, 2).

Detta funktionsberoende kan vi dock bara garantera, enligt implicita funktions-
satsen, i de punkter dér

oF
d t( ) 0,
¢ O(z,w) 7
d.v.s. dar

E)F1 8F1

e 2r 2w

ox ow | __ _
‘% %‘— 1 4’—815—210750.

Ox ow

Den sokta derivatan far vi genom att derivera de tva implicita sambanden med
avseende pa y och med z = z(y, z) och w = w(y, 2).

22 8% + 2y 4+ 04 2w §2 = 0

Ox ow __
%4 240+ 432 =0

Detta &r ett linjart ekvationssystem i de tva okénda g—‘z och %—1;’.

) (5)- ().

Cramers regel ger

-2y 2w
89&_‘—2 4‘_—8y—|—4w
dy |20 2w| 8z —2w’
T




. 0
12.8.12 Berdkna derivatan B—U om u uppfyller sambanden
T
x2y+y2u7u3 =0
z? + yu = 1.

Vilka villkor pa (z,y,u) kan garantera existensen av en lésning v = wu(z) med
ovanstaende derivata.

Mangden som definieras av de tva sambanden dr nollstélleytan till funktionen

2 2 3
Yy +y‘u—u
F(m,y,u):< x2—|—yu—1 )

Eftersom F's virdemingd dr i R? kan vi nistan éverallt skriva tva av variablerna
som funktion av den tredje. I vart fall

Ett tillrdckligt villkor for detta dr att

det(a(?yl,:‘u) ) 70,

enligt implicita funktionssatsen, d.v.s.

d d
’— —‘_ 2o e
OFy  9Fy | T
By o u y
= (2% + 2yu)y — u(y® — 3u?) = 2%y + y?u + 4u® # 0.
Derivatan g—g far vi genom att derivera de tva implicita sambanden m.a.p. x.

2wy a? 42 P uty? G -3t =0
20+ %oyt oyt =0

Detta linjédra ekvationssystem kan vi sammanfatta som

22 +2yu  y? — 3u? g—z _ —2xy
U Y % 2z )

Cramers regel ger

22 4+ 2yu  —2zy

du u =2z | (2 +2yu)(—2z) — u(—2axy)
dr |22 +2yu y? —3u?| (22 + 2yu)y — u(y? — 3u?)
u Y
—223 — 2zyu

22y + y?u + 3ud

12.8.14 Naéra vilka punkter (7, s) kan transformationen

z=r>+2s

y:3272r

16sas med avseende pa r och s som funktioner av x och y?
Berikna vérdet av de forsta partiella derivatorna av 16sningen i origo.

Vi kan skriva om sambanden mellan r, s, z och y som nollstélleytan till funktionen
x—1r2—2s
F(xayar?s) — (y$2+27, .
Funktionen F' har viirdemingd i R* varfor vi kan skriva

r=r(r,y)
s =s(x,y)

kring de flesta punkter. Enligt implicita funktionssatsen &r ett tillréckligt villkor
for detta att




d.v.s.

gh gn —-2r -2
86F2 8;2 =l 5 o =4drs+4#0.

Alltsa, néra punkter (r,s) dér rs # —1 kan vi skriva r = r(z,y) och s = s(z,y).
Eftersom vi ska berikna alla partialderivator gor vi det med dem ihopsamlade

i Jacobimatrisen g((lz)) For att gora hirledningen négorlunda kompakt infor
vektorbeteckningarna

r=(rs),

x = (z,y).

Vi deriverar det implicita sambandet F(a:7 T(a:)) = 0 med avseende pa x. Ked-
jeregeln ger

8F+8F or _o - or (8F>—18F
dx  Or oz ox or oz’
Alltsa ar
o or oF  oF\ T foFL  OF
ox oy | _ or Os ox oy
<@ 8_> - <6F2 6F2> (@ @)
ox oy or Os Ox oy

1 (=25 2\ (1 0
B 4drs +4 -2 =2r 0 1

_ 1 —2s 2
 drs+4\ -2 —2r

or or
Js Jds - '

och i origo &r

12.8.18 Visa att ekvationerna
ze¥ +uz —cosv =2
ucosy—&—m% — y22 =1

kan 18sas i u och v som funktioner av x,y, z i nirheten av punkten Py dér (z,y,z2) =
(2,0,1) och (u,v) = (1,0). Berikna dven (%)M i(x,y,2)=(2,0,1).

Losningsméngden till ekvationerna dr nollstidlleméngden till funktionen

F(z,y,2,u,v) = (ucosy +r2v—y2 -1

reY+uz —cosv—2 )
Enligt implicita funktionssatsen kan vi l6sa ut

u = u(z,y,2)

v=v(z,y,z)

om
OF
det( ) £0,
O(u,v)
d.v.s. om
‘ =L G ‘_ z  sinv
oF, oF |~ 2
o cosy T

= zx? — cosy sinv # 0.
I punkten (x,y, z,u,v) = (2,0,1,1,0) ér denna determinant
1-22 —cos0-sin0 =4 #0.

Alltsa kan u och v l6sas ut i termer av z, y och z lokalt kring (z,y,2) = (2,0,1).
Den partiella derivatan far vi genom att derivera de tva implicita sambanden
m.a.p. z och med u = u(x,y, 2), v =v(z,y, 2).

Ou .\ Ov
0+E~z+u-1—(—smu)&—0

Ju
0z

z sinv g—’z‘ [
cosy x> % B 2z )
Ou | —u sinv

0z  |2yz a?

I punkten (x,y, z,u,v) = (2,0,1,1,0) ir

0
-cosy+x2—v—y-2z:o
0z

Vi sammanfattar

Cramers regel ger
. 2 .
z sinv —u - x° — 2yzsinv

cosy a2

222 — cosy - sinw

(au) _—1-22-2.0-1-sin0 _ )
82/ey  22-1—cos0-sin0



Lektion 7, Flervariabelanalys den 1 februari 2000 Sitt t = (x — 1) +y2 +2(z — 1). D ar

f(z,y) =log(t+1) =t — 1>+ 13+ O(t")
= (=12 +9?+2@-1) - $((z - 1) +¢* +2(z — 1))

+

12.9.2 Bestdm Taylorserien till funktionen
flz,y) =log(1+x+y+xy)
)’ +0( - 1,p)*
i punkten (0, 0). :(m—1)2+y2+2($—1)—%(( 1)2 2(x—1)+y2-2(:13—1)
+2(x —1)(z — 1) +2(z — 1)y* + 2(z — 1)2(z — 1) + O(z — 1,9)*)
+1B(z-1)°+0@-1,y" +0(z—1,y)*

Vi kan faktorisera argumentet till logaritmen och férenkla funktionen — e —1)— (z - 1)2 Fo? 4 %(x _ 1) 2 — 1)y2 YOz -1, y)4
f(@,y) =log(l+z+y+ay) =log((1+z)(1+y)) Taylorpolynomens entydighetssats ger att Taylorpolynomet av grad 3 &r
= log(1 + z) +log(1 +y). Py(z,y) =2(x—1) — (2 — 1) +y* + 2(x — 1) — 2(x — 1)y°.

Nu kan vi Taylorutveckla termerna separat,

o0 o0
fla,y) =) (-1 ’““‘T +3 (-1 ’““y
k=1 k=1
0 k
xk +
= Z( 1)k+1 A i 12.9.12 Bestdm Taylorpolynomet for funktionen
k=1 142
@) = T
av grad 2 i punkten (0, 0).
Vi kan skriva om funktionen som en produkt av tva faktorer
1
zy)=1+2z) ———.
fla,y) =1 +2) T
Den forsta faktorn &r sitt eget Taylorpolynom. I den andra faktorn sétter vi
12.9.8 Bestdm Taylorpolynomet fér funktionen t =22+ y4 och far
2 2
f(z,y) =log(z” + y7) flz,y)=(1+2z)- i { geometrisk serie }
av grad 3 i punkten (1,0). =(1+a)- (1 —t+ O(t2)) =(1+x)- (1 — (2 +yh) + O(aﬁ,y)g)

=1—-2?+2+0(z,y)>
Taylorpolynomens entydighetssats ger att Taylorpolynomet av grad 2 &r
Forst skriver vi om argumentet till logaritmen i termer av z — 1 och y Py(r,y) = 1+ — 2
2\4, - - .

P4yt =@ -1 1422+ =@ -1 +¢y* +2@x-1) + 1.



13.1.2 Bestdm och klassificera alla kritiska punkter till

flz,y) =zy—2+y.

En punkt p &dr en kritisk punkt om

I vart fall ar

%:yfla g:@»+1’ vf:(y717$+1)

Villkoret (x) ger dirfor att
y—1=0, r=-1,
{x—|—1:O, < {y:l.
Punkten p = (—1,1) &r alltsa den enda kritiska punkten.

Punktens karaktér avgors av funktionens andraderivator i Taylorutvecklingen
i punkten

°f 2f
f(p+h) :f(p)+hT Ox? (p) axay(P)

: A h+ O(h)®.
iz (0) 55 ()

Om den kvadratiska formen #r positiv, negativ eller indefinit sa &r p en lokal
minimi-, maximi- respektive sadelpunkt.
Vi har att Hessianen i p ar

H(-1,1) =

2 2

=) ahmY (0 1)
2 2 - M

iz (p)  5E (D)

H:s egenvérden ges av den karakteristiska ekvationen

A -1
-1 A

& A=—1 eller A=+1.

0 =det(AM — H) =

\=A2—1=<A—1><A+1>

Eftersom egenvirdena &r —1 och +1 har den kvadratiska formen den kanoniska
formen

—(hy)* + (h5)*,

vilket betyder att det finns en riktning dér den kvadratiska formen &#r negativ
och en riktning dér den &r positiv, d.v.s. den ar indefinit och p &r en sadelpunkt.

13.1.4 Bestdm och klassificera alla kritiska punkter till

fla,y) =a" +y' —day.

De kritiska punkterna uppfyller

Vf=0, (*)
diir
%:43—4, %:4313—4:5
Alltsa ér ()
42® — 4y = 0, (1)
4y — 4z = 0. (2)

Fran (1) far vi att y = 23. Detta insatt i (2) ger
2 —2=0 & 2=0, z=-1 eller z=1.

Ekvationsystemet (1), (2) har alltsa 16sningarna

(z,y) =(0,0), (1,1) och (—1,-1).



Dessa kritiska punkters karaktéir avgors av den kvadratiska formen i Taylorut-
vecklingen, d.v.s. av om Hessianen

82
g [P aE®) _(12332 —4)

—4 122

4r positiv, negativ eller indefinit.
Vi undersoker punkterna var for sig.

(0,0):  Vihar

H(0,0) = (_04 04) .

Den karakteristiska ekvationen ar

A0
0 A

& A=—4 eller \N=4.

O:det(/\I—H):‘ ‘:)\2—16

Eftersom ett egenvirde dr negativt och ett &r positivt &r H indefinit
och (0,0) en sadelpunkt.

(1,1):  Vihar

H(1,1) = <51 I;l) .

Den karakteristiska ekvationen ar

=(\—-12)%—4.

0=det(\[ — H) = ‘A;u /\412'

Istéllet for att 16sa ekvationen kan vi berdkna HL i nagra ldmpliga
punkter.

o positiv

positive

\

6 1'2 10i00

Satsen om mellanliggande virden ger nu att de tva rotterna ligger i
vart och ett av intervallen (0,12) respektive (12,10'9), d.v.s. H har
tva positiva egenvirden och &r positivt definit.

(1,1) &r en lokal minimipunkt.

(=1,-1) : Vi har
12 —4
H(-1,-1) = (_4 12) .

Detta &r samma matris som ovan. Alltsa d&r H positivt definit
och (—1,—1) &r en lokal minimipunkt.

13.1.6 Bestdm och klassificera alla kritiska punkter till

f(z,y) = cos(x + y).

Gradienten till f ar

Vf:(af of

9r oy) = (s +y),—sinGz +))
som &r en nollvektor da
—sin(x +y) =0 & x+y=nrt (n heltal).

De kritiska punkterna &r alltsa en samling linjer.

~




Eftersom linjerna har denna orientering ér det naturligt att byta basvektorer i R?
till en bas dér en av vektorerna &ar parallell med linjerna.

Om vi betecknar koordinaterna i denna bas med (u,v) s& &r
f(u,v) = cosu.

Eftersom f bara beror pa u sa har f en graf med utseendet

d.v.s. grafen har samma utseende lings v-axeln och dr en s.k. cylinderméngd. Om
f(u) = cosu dérfor har ett lokalt max i « = uy s har f(u,v) en hel "rygg” med
maxpunkter; dito for min- och sadelpunkter.

maxvarden

minvarden

Vi vet att f(u) = cosu har

lokala max i w = 2n7 (n heltal),
lokala min i u = (2n + 1)7 (n heltal,)

vilket betyder att f(u,v) har

lokala max lings linjerna u = 2nm (n heltal),

lokala min lings linjerna u = (2n + 1)7 (n heltal),

eller 6versatt till x, y-koordinater

lokala max lings linjerna z + y = 2n7 (n heltal),

lokala min lings linjerna @ + y = (2n + 1)7 (n heltal).

13.1.12 Bestdm och klassificera alla kritiska punkter till

1
(Sl e
Vi har att

of 1

9 _ (—142
Ox (1—xz+y+22+y?)? (=1+2a),
of 1

U - (14 2y).
oy (1—z+y+ a2+ y?)? (1+2y)

Gradienten till f blir noll i punkten (z,y) = (3, —3).



Istéllet for att undersoka Hessianen i den kritiska punkten noterar vi att
ndmnaren i funktionsuttrycket &ar ett kvadratiskt uttryck som vi kan kvadrat-
komplettera; forst med avseende pa = och sedan med avseende pa vy,

l—zty+a+y’ =1+ (-3 —1+y+4°
=i+ W+ -3
=z +@E-3)"+ W+

Fran detta uttryck ser vi att ndmnaren har ett minimum i den kritiska punk-

ten (z,y) = (3,—31), vilket ger att funktionen har ett maximum i punk-
ten (3, —3).

13.1.18 Bestam storsta och minsta vardet av

flz,y) =

v
L4224 y2

Funktionen antar sitt storsta respektive minsta viéirde i en av foljande punkter:
1. kritiska punkter, d.v.s. dir Vf =0,
2. punkter diar V f inte existerar, och
3. randpunkter till definitionsomradet.

Vi undersoker dessa punkter

1. De kritiska punkterna uppfyller

Vf= (%’%) = (0,0).
Vi har

of 1-(1+a2*4y*) -z 2z 1— 2% +92

dr — (1+a%+y?)? (1422 +y2)?
g_0~(1+x2+y2)—x-2y_ —2xy
oy (1422 +y2)? (1422 +y2)?

(*) ger alltsa ekvationssystemet
1—-2*+4* =0, (1)
—2zy = 0. (2)
Ekvation (2) ger att antingen &r x = 0 eller sa &r y = 0.

x=0: Ekvation (1) ger 1+ y? = 0 som saknar reella losningar.

y=0: Ekvation (1) ger 1—22 = 0 som har 16sningarna z = —1 och z = 1.
De kritiska punkterna ér alltsa (—1,0) och (1,0).

2. Betraktar vi uttrycket for V f,

1

Vf= (1+ 22+ y2)2

(1 - ‘T2 + y25 721‘:@’)7

sa ser vi att Vf dr definierad overallt (ndmnaren > 1 > 0).

3. Eftersom f:s definitionsméngd &r hela talplanet dr den enda s.k. randpunkten
da vi later ||(z,y)|| — oo.

Funktionens storsta och minsta virde dr nagot av foljande virden

lim z,y) = 0.
\I(%y)l\—)OOf( v)

Svaret ar

Stérsta véirde 1 i punkten (1,0).
Minsta véirde —3 i punkten (—1,0).

Anm. Vi behover inte undersoka de kritiska punkternas karaktir med Hessianen, ut-
an det racker med att jamfora f:s viarde i de framtagna punkterna fér att bestdmma
storsta,/minsta virde.

Anm. Hade grinsvirdet varit storst eller minst skulle f inte haft ett storsta respektive
minsta vérde.



13.1.22 Materialet som anvénds for bottenplattan till en rektangulir lada kostar dub-
belt sa mycket per areaenhet &n materialet som anvénds for sidoviggar och ovansida.
Bestdm ladans dimensioner som f6r en given volym V minimerar materialkostnaden.

Vi inf6r tre variabler z, y och z som anger ladans dimensioner.

T Y

Om materialet till bottenplattan kostar 2A per areaenhet s& kostar materialet
till sidovéggar och ovansida A per areaenhet.
Hela ladans kostnad blir

K(z,y,z) = 2A - (bottenplattans area)
+ A - (sidoviiggarnas area + ovansidans area)
=2A -2y + A- (2zz+ 2yz + zy) = A(Bzy + 222 + 2yz).

Dessutom ska ladan ha en fix volym V', vilket betyder att
xyz =V.
Problemet kan alltsa formuleras som

min 3zy + 2zz + 2yz,

o zyz =V,
da {x,y,zz().

Fran bivillkoret zyz = V kan vi 16sa ut z = V/xy och problemet far formuleringen

2
min 3zy + — + —,
Y x
da z,y > 0.

B 2V 2V . D 1
Satt f(x,y) = 3zy + — + —. Minsta viirdet av f antas i nagon av f6ljande
punkter Y r

1. kritiska punkter (Vf = 0),

2. punkter diar Vf inte existerar, och

3. randpunkter.
Vi undersoker dessa fall.

1. De kritiska punkterna uppfyller

vi=(5.5) =00, ()
dér
g—?)y—g, %:333_&_
oz 2 Oy y?
(*) ger ekvationssystemet
2%y — 2V =0, (1)
3vy? — 2V = 0. (2)

Multiplicera (1) med y, (2) med x och ta differensen
—2Vy+2Vzx =0 & T =1y.
Detta insatt i (1) (eller (2)) ger

1/3

WP—-2v=0 & y=(3V)

(V1IN

En kritisk punkt &r ((2V)1/3, (2V)/3).
2. Gradienten V f existerar dverallt utom da z = 0 eller y = 0.

3. Randpunkterna till omradet &r linjerna x = 0 och y = 0. Eftersom omradet
dessutom ir obegriinsat maste vi dven betrakta fallet da ||(z,y)|| — oo, vilket
i detta fall svarar mot x — oo eller y — oo.

Funktionens minsta virde &r nagot av foljande virden

FAV V) =367 v gr)

= 92/3.34/3 . y2/3,



Ladans dimensioner ska vara

wWin wWiny
)

w

<=}
=



Lektion 8, Flervariabelanalys den 2 februari 2000
13.2.2 Bestdm storsta och minsta véardet av
flzy) =2y — 2

irektangeln —1 <z <1,0<y <1.

Vi bérjar med att rita upp omradet

\
7

-1 1

Omradet dr kompakt vilket innebér att det storsta och minsta viarde funktionen
kan anta ar i nagon av foljande punkter

1. kritiska punkter,
2. punkter diar Vf inte existerar, och
3. randpunkter.
Vi undersoker dessa tre fall.
1. De kritiska punkterna uppfyller

of 8f)

Vi=(5,5,) =W-20=00),

vilket ger punkten (0,2) som maste uteslutas eftersom den inte tillhor
omradet.
2. Gradienten existerar 6verallt.

Eftersom punkt 1 och 2 inte gav nagra punkter maste f anta storsta och minsta
vérde i en randpunkt.

3. Omradets rand bestar av fyra riata kurvstycken som vi und

x =—1: Parandkurvan {x = —1} har funktionen
utseendet

f(—l,y) =—-y+2

Storsta vérdet av f dr 21y = 0.
Minsta virdet av f ar 1iy=1.

ersoker separat.

Y
1
x =+1: Parandkurvan {z = +1} har funktionen
utseendet
fy) =y -2 1
-1
Storsta virdet av f ar —1iy = 1.
Minsta vardet av f &r —2iy = 0. _9
y=0: Parandkurvan {y = 0} har funktionen
utseendet N
2 4
f(z,0) = —2z.
— N+ T
Storsta virdet av f dr2ix = —1. -1 1
Minsta vérdet av f ar —2ix = 1. —91
y=1: Parandkurvan {y = 1} har funktionen
utseendet N
1 4
f(xv 1) = -
—t—x——+— T
Storsta virdet av férlix = —1. -1 1
Minsta vardet av f dr —1iz = 1. 14

Genom att jimfora storsta och minsta virdet pa de olika randkurvorna far vi f:s

storsta och minsta varde i hela omradet

Storsta virde 2 ipunkten (—1,0).
Minsta virde —2 ipunkten (1,0).




13.2.4 Bestam storsta och minsta viardet av
flzy) =z +2y

i cirkelskivan z2 4+ y% < 1.

Omradet ar insidan av cirkeln med mittpunkt i origo och radie 1

Eftersom f dr linjdr existerar gradienten éverallt och V f = (1,2) &r aldrig noll.
Detta utesluter att storsta eller minsta vérdet antas i en inre punkt. Kvar att
undersoka &r omradets rand, d.v.s. enhetscirkeln.
Punkter pa enhetscirkeln beskrivs enklast med polédra koordinater

x = cosf
y = sin (0 <0 <2nm).
Pa cirkeln har f utseendet

g9(0) = f(cosf,sinf) = cos + 2sin 0,

dér vi infort g som ett forkortat skrivsdtt for f. Vi bestammer storsta och minsta
vérdet av g genom att sédtta derivatan lika med noll,

g'(0) = —sinf +2cosf =0
& tanf = 2
& 0 = arctan2 eller 6 =7 +arctan2 (Obs! 0 <6 < 2m).

Detta svarar mot punkterna

(cos arctan 2, sin arctan 2) och

(cos(m + arctan 2), sin(w + arctan 2)) = (— cos arctan 2, — sin arctan 2).

For att forenkla dessa uttryck ritar vi en hjilptriangel.

V5 9 cosarctan2 = %
. _ 2
rctan s 1 sinarctan2 = 7
Punkterna &r alltsa (%, %) och (—%, —%), och
f(%, %) = V5 Storsta virdet,
f(—%, — \;5) = —/5  Minsta virdet.
13.2.6 Bestdm storsta och minsta virdet av
flz,y) =2zy(l -z —y)
i triangeln med hérnpunkter (0,0), (1,0) och (0,1).
Storsta och minsta virde antas i nagon av féljande punkter
1. kritiska punkter,
2. punkter diar Vf inte existerar, och
3. randpunkter.
Vi undersoker dessa tre fall.
1. Kritiska punkter har gradient 0, d.v.s.
Vf= (y —2zy — 1y, — 2% — 2my) = (0,0).
Vi har alltsa ekvationssystemet
y(1 -2z —y) =0, (1)
x(1—-2y—2)=0. (2)

Ekvation (1) &r uppfylld om atminstone en av faktorerna &r noll. Detta ger
oss tva fall



y=0: (2)gerz(l—2)=0,dvs. z=0ellerz=1.
1—2z —y=0: Vihar alltsd att y = 1 — 2z. Detta insatt i (2) ger
z(1—2(1-2z)—z) =0,
a:(—l + 31:) =0,
d.v.s. x =0 eller x =1/3.
De kritiska punkterna &r

(0,0), (1,0), (0,1) och (3,3)

2. Gradienten existerar overallt.

3. Om vi ritar upp omradet

sa ser vi att randen bestar av tre randkurvor. Vi har darfor tre fall att
undersoka

Pa y-axeln har f utseendet f(0,y) = 0.

P& z-axeln har f utseendet f(z,0) = 0.

diagonal : Den riita linjen mellan (0, 1) och (1,0) kan vi beskriva med para-
metriseringen

x=0:

y=0:

(z,y) = (0,1) +t(1,-1) (0<t<1).
Pa linjen har f utseendet
g(t) = f(t,1—t)=t-(1—1t)-0=0.

Det storsta och minsta viardet av f finns bland foljande virden

0 ( =randvérde) = Minsta vérde,
f(%7 %) = % = Storsta vérde.

13.2.10 Bestdm storsta och minsta vardet av

__ Ty
f(x7y)_1+$2+y2

i det 6vre halvplanet y > 0.

Omradet bestar av alla punkter med positiv y-koordinat och z-axeln.

> T

Vi har tre typer av punkter att underscka
1. kritiska punkter,
2. punkter dér V f inte existerar, och
3. randpunkter.
Vi undersoker dessa tre fall.
1. Gradientens komponenter &r

of 1-(1+2°+¢*)—(@—y)-22 _1-a”+2zy+y°
or (1+ 22 + y?)? (L2 4 y2)2
of (=1)-(1+2*4+¢*)—(z-y) -2y —1-a"—2zy+y°

)

dy (1+ 2% +y?)? (a4 y?)?
Gradienten lika med noll ger ekvationssystemet

1—2?+2zy+9y2 =0,
—1—22=2zy+y?>=0.

(1) +(2) ger
—22% + 2% =0 & r=1y eller z=—y.
Vi undersoker dessa tva fall.

x=y: (1) ger 1+ 22? = 0 som saknar reella l6sningar.



x=—y: (1) och (2) ger 1 — 22% = 0 som har losningarna z = +-1-. 13.2.12 Bestdm stdrsta och minsta virdet av

V2
Kritiska punkter &r f(z,y,2) =22 +yz
(%, f%) (utanfor omradet) i Klotet 2? +y + 2% < 1.
(-5 )
V2’ V2"
2. V[ existerar dverallt (nimnaren > 1> 0). Omradet bestar av enhetsklotet med mittpunkt i origo.

3. Langs z-axeln ar funktionen z

xT

g(x):f(z,O):m. (W
Det storsta och minsta virdet far vi i punkter dér derivatan &r noll (vi har I~

ndmligen att lim, 1. g(x) = 0).

. 2 —_ . —_ 2
g (z) = L (1427 —z-22 N el 0 Det storsta och minsta vérdet antas i nagon av féljande punkter
(14 x2)2 (14 22)2

& r ==l 1. kritiska punkter,

. . 2. punkter diar V f inte existerar, och
Det storsta och minsta viardet av f finns alltsa bland foljande virden P / x

3. randpunkter.

f(—i L) - __1
V2’ V2 V2’ . )
f(-1,0) = -3, Vi underséker dessa fall.
f(l7 0) = % 1. Gradienten lika med noll ger
Svaret ar Vf=(zzz+y) =(0,0,0)
Pro. . _ 1 .
Storsta viirde = 2 i punkten (1,0). d.v.s. £ +y = 0 och z = 0. Detta ekvationssystem har 16sningarna
Minsta virde = f% i punkten (—%, %)

(z,y,2) =t(1,—1,0) (¢ parameter).

Alltsa ar alla punkter pa linjen kritiska punkter. Vi maste inskrdnka para-
meterintervallet till

-5 <t<-

S
S

for att punkterna ska ligga inom méngden.

2. Gradienten existerar overallt.



3. Pa randytan giller att (1) — (2) ger

By 22 =1 —22 492 =0 & x=y eller z=—1.

Vi kan fran detta samband 16sa ut z .
Dessa tva fall ger

z=z(z,y) =£V1-2a% -y, z=y: (1)och(2)gerl—4da?=0 <& ax==%1.
dér x och y uppfyller 22 + y? < 1. Funktionen f:s utseende pé randytan kan x=-y: (1)och (2)ger1 =22 =0 & uz= i%-
alltsa beskrivas av x och y, och &r De kritiska punkterna till g; dr alltsa
z,y) = f(z,y,/1— 22 — 9?2 11 11 1 1 11
sl =foy V12 v (33 5D () Fh)
= (w412 i,
— (b) Vg existerar dverallt utom pa randen.
z, = T, Y, —V - T — °
g2(2.9) = f (. v) (c) P& randen ir 22 + 3% = 1 och
=—(z+y)v1i-a*—y?
Vi ska alltsd bestdmma storsta och minsta vérdet av gi(z,y) (och go) i g1 har alltsa sitt storsta respektive minsta virde bland
miéngden 22 + y? < 1.
Detta #ir precis den typ av problem vi hittills hallit pa med. Stérsta och 0 (randvirden)
minsta virdet av g; antas i nagon av foljande punkter g1 (%, %) = % (storsta vérde)
(a) kritiska punkter till g, g(-%.-3)= —LQ (minsta viirde)
(b) punkter dér V'gl inte existerar, och 91(%, _%) -0
(c) randpunkter till 2% +y? < 1. L 13y_9
91 (=75va) =
Vi undersoker dessa tre fall
Eftersom go = —g; har go samma storsta och minsta véirde som g .
(a) Vi har
Eftersom f(¢, —¢t,0) = 0 i de kritiska punkterna r
8g1 891
vgl =\, )= 0, (*) . . 1 1 1 1
Oz " Oy Storsta virde ok (5, 55 %) och
dg1 1—222 —ay —y? (-1,-1i,-31)
% — . = - = = 2027 2
;x -y , Minsta viirde —% i (-3.-3, %) och
091 1-2y*—zy—x (ll,L)
—_ == . 2592 V2

By N

(%) ger ekvationssystemet
1—222 —ay—y? =0, (1)
1—a2? —2y —2y* =0. (2)



13.2.17 Maximera

Q(z,y) =2z + 3y

under bivillkoren z > 0, y > 0, y <5, x + 2y <12 och 4z + y < 12.

Omradet ges av alla punkter (z,y) som uppfyller villkoren

T >0, (1)
y=0, (2)

y <5, (3)

x+ 2y < 12, (4)
e+ y <12 (5)

Villkor (1) och (2) séger att omradet maste ligga i forsta kvadranten.

Y

A

Villkor (3) séiger att y-koordinaten &r mindre &n eller lika med 5.

\
7

Villkor (4) séger att omradet ligger till vinster om linjen a 4+ 2y = 12. For att
rita upp linjen x + 2y = 12 tar vi reda pa var den skér z- respektive y-axeln och
forbinder dessa tva punkter med en rat linje. Pa z-axeln dr y = 0 och x+2-0 = 12.

Pa y-axeln &r x = 0 och 0 + 2y = 12, d.v.s. y = 6.
Y

~

4

Villkor (5) séger slutligen att omradet ligger till vinster om linjen 4x + y = 12.
Y

A

I

Omradet ar alltsa den grafirgade fyrhérningen ovan.
Eftersom malfunktionen @ &dr linjir existerar gradienten overallt och V@ =
(2,3) &r aldrig noll. @ maste alltsa anta sitt storsta virde i en randpunkt.
Omradets rand bestar av rita linjer och vi undersoker @:s viirden pa randen
genom att parametrisera dessa linjer,

r(t) = OP + tv.
Q:s virde pa en randkurva kan alltsa skrivas

g(t) = Q(r(t)) = Q(OP + tv).

Eftersom bade @ och r(t) dr linjira funktioner sa &r ¢(¢) en linjir funktion av ¢.
Linjéra funktioner antar alltid sitt max/min-vérde i intervallets d&ndpunkter, som
i detta fall svarar mot hérnpunkter.

hoérnpunkt

parameterlnterva}\ . hormpunkt

o =r(t)




Malfunktionen @ antar alltsa sitt storsta vérde i en hérnpunkt.
Vi vet redan koordinaterna for tre av hérnpunkterna.

Y

A~

(0,0) (3,0)
Den fjarde hérnpunkten dr skdrningspunkten mellan linjerna
y=>5 och 4dz+4+y=12

vilket direkt ger x = % och y =5.
(2:s maximum &r det storsta av virdena

Q(0,0) =0,

Q(3,0) =6,

Q(0,5) = 15,

Q(I,5) =31 (Storsta virdet).

13.3.2 Bestim kortaste avstandet fran punkten (3,0) till parabeln y = 2

a) genom att reducera antalet variabler till ett extremvérdesproblem utan bivillkor,
och

b) med Lagranges multiplikatormetod.

Om (z,y) dr koordinaterna fér punkten pa parabeln sa ska vi minimera

Iz, y) = (3,0)| = V(= 3)? +¢° (%)

under forutsittning att (x,y) ligger pa parabeln, d.v.s. y = 22,

Med en mer standardformulering blir problemet
min  (z — 3)% + ¢? ()
*
da  y—22=0.

Notera att vi nu minimerar kvadraten pa avstandet istéllet for avstandet, men
det &r i princip samma problem och minimum antas i samma punkt for bada pro-
blemen. Skélet till denna omskrivning &r rent praktiskt; vi slipper kvadratroten.

a)  Ur bivillkoret kan vi 16sa ut y = 2% och problemet blir att minimera
f@)=(z=3)"+ (@) = (z = 3)* +a".
Vi bestdmmer minsta véirdet av f genom att sétta derivatan lika med noll,
f/(z) =2(x — 3) +4a® =0,
vilket ger x = 1 (inga andra reella rétter).
Eftersom
fr)y=02+12z) _, =14>0

dr x = 1 en minimipunkt. Svaret #r alltsa att punkten (1,1) ligger ndrmast
punkten (3,0) med ett avstand pa /(1 — 3)2 + 12 = /5.

b)  Enligt Lagranges multiplikatormetod antas minimum i en punkt dér gradi-
enten av malfunktionen tillhor det linjéra holje som spanns upp av gradi-
enten av bivillkorsfunktionen. Om

flz,y) = (x=3)" + ¢
g(z,y) =y —*

sa lyder alltsa villkoret: V f dr parallell med Vg, vilket &r detsamma som

— Vf—
det(vg> =0
2x=3) 2y| _ _
oy 1’2x4xy60.

|
Detta villkor tillsammans med bivillkoret ger oss ekvationssystemet
2z —4xy — 6 =0, (1)

y—xQZO. (2)



Ekvation (2) ger y = 22. Detta insatt i (1) ger
20 — 423 — 6 = 0,
som har l6sningen = = 1. Alltsa &r (1,1) en kritisk punkt.
Eftersom parabeln {g(z,y) = 0} inte #r kompakt kan tva fall intréiffa

1. minimum antas i en kritisk punkt, d.v.s. (1,1).

2. Gransvardet

wlgr%o f(z,y)

ar mindre &n f:s virden pa parabeln. I detta fall saknar f ett minsta
vérde.

Vi har att

lim f(z,y) =00

y=x2

varfor fall 1 intraffar.

Alltsa ligger punkten (1,1) ndrmast punkten (3,0) med ett avstand

pa /(1 -3)2+12 = /5.

13.3.4 Bestidm storsta och minsta virdet av funktionen
f(iE,y,Z) =x+y—z

pa sfiaren 2+ y2 +22=1.

Séatt

g(z,y,2) =2 +y° + 27— 1.

Problemet kan nu skrivas
min/max  f(z,y, 2)
da g9(z,y,2) = 0.

Eftersom sfiren &#r kompakt antas det storsta resp. minsta virdet av f i nagon
av foljande punkter.

1. punkter dér V f tillhor det linjdra holje som spéanns upp av Vg,
2. punkter ddr Vg = 0 (singuldra punkter),
3. punkter dér Vf eller Vg inte existerar.

Vi undersoker dessa tre fall.

1. Vi har

Vf = (la 17_1)a
Vg = (2z,2y,2z).

I kritiska punkter ska V f € span{Vg}, d.v.s. Vf ska vara parallell med Vg.
Det ska alltsa finnas en skalir A s.a.

(1,1,-1) = A(2z, 2y, 2z).

Detta leder tillsammans med bivillkoret g(x,y, z) = 0 till ekvationssystemet

22z =1, (1)
2y =1, (2)
20z = —1, (3)
4y 22 =1 (4)

Fran (1), (2) och (3) har vi att (ty A # 0)

1 1 1
v Y=o och z=——.

= ~ o 22

Detta insatt i (4) ger

1 1 1 3 3
S S SRR S V3
402 4NZ 0 4)2 4)2 2

vilket ger punkterna



2. Gradienten Vg = (2z,2y,2z) dr noll endast i punkten med x =y = 2z = 0,
men (0,0, 0) uppfyller inte bivillkoret.

3. Gradienterna V f och Vg existerar 6verallt.
Malfunktionen f:s storsta respektive minsta vérde &r ett av foljande virden
(Storsta virdet),

(Minsta viirdet).

13.3.6 Bestiam det kortaste avstandet fran origo till ytan zyz? = 2.

Om (z,y, z) dr koordinaterna for en punkt pa ytan sa ges avstandet till origo av
uttrycket

”($7yaz) - (07070)“ =V 2 +y2 +Z2'

For att slippa kvadratroten kan vi istéllet stcka minsta virdet av avstandet i
kvadrat

som antar minimum i samma punkt.
Sitter vi g(x, vy, 2z) = wyz? — 2 blir problemformuleringen

min  f(z,y, 2)
da  g(z,y,2) =0.

Eftersom ytan inte dr kompakt (t.ex. ligger den obegrinsade kurvan z = ¢, y =
2/t, z = 11 ytan) maste vi forst forsékra oss om att f inte gar mot ett minvérde
da nagon av koordinaterna — #+oo. Eftersom f &r kvadraten pa avstandet till
origo ser vi direkt att f — oo nér |z|, |y| eller |z] — oo.

Alltsa antar f ett minsta virde i nagon av foljande punkter

1. punkter dir V f tillhor det linjira holje som spénns upp av Vg,
2. punkter dir Vg = 0, och
3. punkter diar Vf eller Vg inte existerar.
Vi undersoker dessa tre fall.
1. Vi har
Vf=(2z,2y,22),
Vg = (y2%, 122, 22y2).
Vi soker punkter diar V f ar parallell med Vg. Ett sédtt att formulera detta
pa ar
(22, 2y,22) = My2?, 222, 2zyz2),

for nagon skaldr A. Ett annat sétt dr villkoret

20 2y 2z
yz? wz? 2wyz| =0,
a b c

som maste gilla for alla (a, b, ¢) eftersom de tva 6versta raderna V f och Vg
ar linjart beroende. Kofaktorutveckling langs tredje raden ger

2y 2z ’ 2x 2z 20 2y

2 yz? 2axyz yz? a2

Uz 2xyz =0

Eftersom a, b och ¢ kan viljas fritt maste de tre minorerna vara noll,

2y 22 _ 2 3 _
222 2ayz| T doy“z — 2x2° =0,
21’ 22’ _ 2 3 _
22 2ayz| 4o yz — 2yz° =0,
2c 2y | _ 5922 o522
ya? z22| 22°2° = 2y“2z° = 0.

Dessa villkor tillsammans med bivillkoret ger ekvationssystemet

x2(2y* — 2%) = 0, (1)
yz(20% = 2%) =0, (2)
2w -y +y) =0, 3)
ryz* = 2. (4)

Ekvation (3) ger oss tre fall



xz =19: De resterande ekvationerna reduceras till 13.3.12 Bestdm stérsta och minsta viirdet av
132’(2:132 —2’2) = O, (5) f(.T,y,Z) :$2+y2+22

z222 = 9. (6) pa ellipsen som &r skirningskurvan mellan konen z? = 22 + 32 och planet z — 2z = 3.

Eftersom x,z # 0, p.g.a. (6), ger (5) att 22% = 22. Detta insatt

i(6) ger Ellipsen tillhor bade konen och planet, och uppfyller dérfor bade konens och
planets ekvation.

4 _ _
22°=2 & z==L Satter vi

gl(x7y7z) = 22 —332 _y27

(1,LL,v2), (1,1,—v2), (=1,-1,v2) och (=1,—1,—v2). 92wy, 2) = — 22 =3,

blir problemet

Vi far dérfér punkterna (med hjélp av (7))

x = —y: Eftersom z # 0, p.g.a. (4), blir VL av (4) ett negativt tal (22 &r

positiv) och kan inte vara lika med HL. max/min  f(z,y, 2)
z=0: Detta strider mot ekvation (4). Y g1(z,y,2) =0
a
g2(x,y,2) = 0.

2. Gradienterna Vg = (yz2, 222, 2ryz) #r noll bara om atminstone en av x, y
och z &r noll, men det strider mot bivillkoret. Eftersom en ellips dr en kompakt kurva sa antar f ett stérsta och minsta virde

i nagon av foljande punkter,
3. Gradienterna V f och Vg existerar 6verallt. & VoY P

o i ) ) 1. punkter dér V f tillhor det linjara holje som spénns upp av Vg; och Vo,
Kvadraten pa minsta avstandet dr det minsta av foljande virden

2. punkter dir dim{Vg;, Vg2} < 2, och

f(la 17 \/5) - 47
F(1,1 \/5) 4 3. punkter dir Vf, Vg; och Vgs inte existerar.
f(—l’ _71 V2) = 4) Vi undersoker dessa tre fall.
f(=1, 1,—\/5) =4 1. Vi har

Vi =(2xz,2y,2z2)
v.gl = (_2‘T7 _2y7 2Z)
Vgg = (1,0, 72)

Gradienten V f tillhor span{Vg;, Vga} endast om

—Vf— 2x 2y 2z
0=|—Va—|=|-20 -2y 2z
— V92 — 1 0 -2

=8zxy + 4yz + 0 — (—4yz) — 0 — 8xy = 8yz=.



Tillsammans med bivillkoren ger detta ekvationssystemet

yz =0, (1)
22 —a? —y* =0, (2)
x—2z=3. (3)
Ekvation (1) ger tva mojligheter.
y=0: Ekvation (2) och (3) ger
(z—z)(z+ ) =0, (4)
x—2z=3. (5)
Om z = z ger (5) att © = —3, vilket ger punkten (—3,0, —3).
Om z = —x ger (5) att = 1, vilket ger punkten (1,0, —1).
z=0: Ekvation (2) och (3) ger
2 +y? =0,
T =3.

som saknar 16sning.

. Gradienterna Vg; och Vgs ér linjért beroende omm

for alla vektorer (a,b,c). Med Vg; och Vg insatta blir detta

—2r -2y -2z
1 0 -2 |=0.
a b c

Kofaktorutveckling lings tredje raden ger

-2z -2y
1 0

o

Eftersom a, b och ¢ kan viljas fritt maste alla minorer vara noll,

-2y 2x| .

—2x 2z

‘ 1 ol = dr — 2z =0,
—2x —2y| .
’ 1 0 |= 2y =0.

Tillsammans med bivillkoren far vi ekvationssystemet

y=0,
4z — 22 =0,
z2—x2—y2:0,

T —2z=3.

Ekvation (6), (7) och (9) &r ett linjért ekvationssystem

0 1 O T 0
4 0 =2 y] =10
1 0 -2 z 3

som har lésningen (z,y, z) = (—1,0, —2), vilken dock inte uppfyller (8).

3. Gradienterna Vf, Vg, och Vgs existerar ¢verallt.

Det storsta och minsta virdet av f finns bland féljande véirden

£(=3,0,-3) = 18
f(1707 _1) =2

(Storsta virdet),
(Minsta viirdet).

[C NN
= D —

~—~ Y~ o~



13.3.18 Bestdm de mest ekonomiska dimensionerna av en rektanguldr lada utan lock.

Lat x, y och z beteckna sidolingderna av ladan enligt figuren nedan.

T )

Vi tolkar uppgiften som att vi ska maximera ladans volym for en given total area
av sidoviggar och botten.

Eftersom ladans volym &r V' = xyz och area dr A = xy + 2xz + 2yz blir vart
problem

max Iyz

{xy+2xz+2yz =A

da T,Y, 2 > 0.

Utefter rdnderna = 0, y = 0 eller z = 0 &r volymen noll, sa vi har inga
maxpunkter dar.

Areabivillkoret ger upphov till en icke-kompakt méngd, sa vi maste undersocka
vad som hidnder med volymen da en av kantlingderna gar mot co. Om t.ex.
x — oo sa har vi att

A
xy <ay+2zxz+2yz< A = y < —,
x
A
20z <wzy+2xz+2yz< A = z§2—,
x

vilket ger att volymen &r

- 'x'Qm 2z

Med ett liknande resonemang far vi att V' — 0 om y — oo eller z — oo.
Volymen maste alltsa anta sitt storsta virde i nagon av foljande punkter,

1. punkter dir VV tillhor det linjéra holje som spanns upp av VA,
2. punkter dir VA = 0, och

3. punkter dir VV eller VA inte existerar.

Vi undersoker dessa tre fall.

1. Vi har

VV = (yz7 xz’ (I/.y),
VA= (y+2z,x+ 22,2z + 2y).

Gradienten VV tillhor span{V A} om de &r linjért beroende, d.v.s. omm

—VV— yz xz xy
—VA— |=|y+22z x+2z 2x+2y|=0
a b c a b c

for alla vektorer (a, b, c).

Kofaktorutveckling léings tredje raden ger

Tz Ty
T+ 2z 2x+4 2z

yz xy
y+2z 2x+2y

Yz Tz

y+2z x+2z =0

a

‘-i—c

Eftersom a, b och ¢ kan viljas fritt maste alla minorer vara noll.

Tz Ty

ot 2s 9p 49| = TR0+ 22) —ay(e+22) = —2%y + 2272 =,

o | =R )~y +22) = —ay? 25 =,

y+2z 2x+2y

‘ y —?{—Z2z z f_zzz = yz(x + 22) — x2(y + 22) = 2222 + 2y2% = 0.
Tillsammans med bivillkoret har vi ekvationssystemet
2*(2z —y) =0, (1)
y*(2z —2) =0, 2)
2(y—x) =0, (3)
xy + 22z + 2yz = A. (4)

Vi vet att i maxpunkten dr x,y, z # 0 sa (1), (2) och (3) ger att
r=y =2z
Detta insatt i (4) ger

1222 = A =

z=+5\/A/3,
vilket ger punkten (\/A/3,1/A/3,41/A/3) (minustecknet strider mot posi-

tivitetsvillkoret).



2. Gradienten VA = (y + 2z, x + 2z, 2x + 2y) &r noll omm

01 2 0
1 0 2 =10
2 2 0 0

N e R

som endast har den triviala lésningen (z,y, z) = (0,0,0) eftersom determi-
nanten dr 8, men (0,0, 0) uppfyller inte bivillkoret.

3. VV och VA existerar overallt.

Storst volym av ladan ar

3/2
V =V(VA/3,\/A/3,3\/A/3) = ’2%.
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13.5.2 Genom att ersdtta t med xt i den vilbekanta integralen
o0 2
/ e VUdt =7
— 00

och derivera med avseende pa x, bestdm

R 2 R 2
/ t?e " dt och / tre ™ dt.

Vi ska borja med att derivera integralen som uppstar utan hinsyn till de krav vi

maste kontrollera att integranden uppfyller. Forst nir vi vet att utrdkningarna

ger onskat resultat kontrollerar vi att integranden uppfyller villkoren som stélls.
Ersdtter vi ¢t med «t blir integranden

2t2

flz,t)y=¢""

och vi har
/ f(x,t)dt:/ e_””ztzdt:{s:xt; ds =xdt}
1 o 2
= (+)
|z /oo ||

Deriverar vi bada led fas

d o d > _z242 o * 9 _z242
%VL—% 7006 dt—/;oo%e dt

= / e~ (—thz) dt = —2x/ 2ot dt,

— 00

vilket ger

och med x =1,

o0 2
/ et dt=1ym

— 00

Deriverar vi () ytterligare en gang fas

2 0
d— VL = i —23:/ 26~ gt
dx? dx oo

— —2/ 2e= gy Qz/ gt%*l’?” dt
X

= —\/—f sgnax — 29&/ t26_12t2(—2xt2) dt
z — 00
oo
= —\/—f sgnx + 4z2 / the=at* dt,
x — 00
d? d/ 7 2./7
EHL* %(7? Sgnx) = $3 sgn .,

vilket ger

och med z =1,

For att deriveringen av integralerna ska vara legitim maste foljande villkor vara
uppfyllda

1. / flx,t)dt, %(x,t) dt existerar,
o0*f o0

== < a

2 ‘5‘x2’ < g(t), dar /_OO g(t) dt < oo,

3. / h(z,t) dt,/ %(l‘,t) dt existerar, och

0%h 00
. _ .
4 —MZ‘ < k(t), dar / k(t) dt < oo,

— 00



for alla x i en omgivning av 1, dér

fla,t) = et
h(z,t) =t et

Alla dessa villkor reduceras i slutdndan till att visa att integraler av typen

o0 2,2
/ the " dt
— 00
dr konvergenta.

Jamfor vi med den konvergenta integralen av 1/t% i t = oo,

(n naturligt tal)

2,2
th e t
Jim e = Jim ¢ =0 (@ £0)

ger jamforelseprincipen att () dr konvergent.

13.5.7 Beridkna

< dt
0 rZ4t?

och anvind resultatet for att berdkna

/°° dt och /°° dt
0 (@24 12)2 o @2+ 2)3

Vi har
< dt 1/°° dt
= ——— ={s=t/x; ds=dt/x
/ A R o}

22412 a2 (t/x)

1 /°° ds 1 [ " ro T
= — —— = —larctans| = —.
lz| Jo 1482 |z 0 2|z|

Vi deriverar bada led

de ~ dx Jy 22+t ), Oxa?4+t2

*° -1 o dt
= s 2xdt = =2 —5
|, et | o

m
() dx dr2lz| ~ 222 SR,

vilket ger

iVLfi/mLf/OOﬁ#dt
de ~ dzx Jy (224122 J, Ox (22 +12)2

< =2 o dt
- . 2pdt=—4 —
|, wap i | o

d d

dr HL = 5@ sgn T = —@ sgn .,

vilket ger

/°° dt 3
= sgn .
o (224123 16x° &

For att kunna motivera deriveringen av integralerna maste villkoren i sats 13.5.5
vara uppfyllda. Dessa villkor bestar visentligen av att visa att integraler av typen

o0 tm .
/0 @)y dt (m < n naturliga tal)

konvergerar, vilket man gér genom att jimféra med 1/t% i t = oo.



13.5.10 Los integralekvationen

flz) = C’ac—l—D—l—/Oz(m—t)f(t)dt.

Vi ska begrinsa oss till att soka efter 16sningar som uppfyller villkoren for deri-
vering av integral.
Vi deriverar integralekvationen

%Vsz'(w)a
%HL:C+%/OE($_t)f(t)dt
:c+%/o¢(x—t)f(t)dt+% Ox(w—t)f(t)df
=C+(@—t)f(t)],_, + za%(m—t)f(t)dt
=C+ mf(t)dtv
0
d.v.s
ﬂm:C+Af@ﬁ~ ()

Ytterligare en derivering ger
f(x) =0+ f(z).
Denna differentialekvation har den allménna losningen
f(z)=Ae® +Be™".
Integralekvationen har randvillkoren
f(0)=0+D+0=D,
f0y=Cc+0=C, (fran (x)),
vilket ger ekvationssystemet

A+ B =D, (1)
A—-B=0C. (2)

(1) + (2) och (1) — (2) ger

Alltsa dr 16sningen

14.1.4 Bestdm Riemannsumman av integralen

I://D(5—x—y)dA

for partitionen av rektangeln D : 0 < z < 3, 0 < y < 2 som bestar av sex kvadrater
med sidldngd 1 enligt figuren,

Y

A~

2

och med valet av partitionspunkt (7}, ;) som nedre héger hérnpunkt.

Vi indexerar forst partitionselementen med ett indexpar (4, j) dér ¢ ansvarar for
upprikning i horisontell led och j for vertikal led.

Y

A~

(1,2)[(2,2)|(3,2)

(1,1)[(2,1)|(3,1)




I figuren har vi ocksa ritat in partitionspunkterna.

Eftersom partitionspunkterna &r separerade med avstandet 1 bade horisontellt
och vertikalt, och index (1,1) svarar mot punkten (1,0) ges koordinaterna for
partitionspunkterna av

‘CEZ] =1,

y;kj =j—-1L
Riemannsumman blir

SO flaluy) Adi= > flij-1)-1
1<i<3 1<i<3
1<5<2 155<2

:f(lvo)+f(1a1)+f(270)+f(271)+f(3’0)+f(3a1)
=44+3+3+2+2+1=15.

14.1.8 Lat D vara cirkeldisken 22442 < 25 och P partitionen av kvadraten —5 < z < 5,
—5 <y < 51ietthundra 1 x 1-kvadrater enligt figuren.
Y

~

5

Approximera dubbelintegralen

J= / /D f(z,y) dA,

dir f(z,y) = 1, med Riemannsumman R(f, P) genom att vélja partitionspunkter-
na (xj;,y;;) som den hérnpunkt i partitionskvadraten mest avlagsen fran origo.

Eftersom f &r noll utanfor disken D och 1 innanfér, &r Riemannsumman antalet
partitionspunkter innanfér D ganger partitionselementets area.

Y

N

P.g.a. symmetrin behover vi bara rdkna bidragande partitionspunkter i forsta
kvadranten och multiplicera resultatet med 4.

R(f,P) =4-15 = 60.

14.1.10 Berdkna integralen J fran uppgift 14.1.8.

Integralens virde ar arean av cirkeldisken D,

J=m-5%=25m.



14.1.14 Berikna foljande dubbelintegral medelst inspektion,

//D(a:—i—?))dA,

dér D ér halvdisken 0 < y < /4 — x2.

Omradet D ir 6vre halvan av cirkelskivan z? +%2? < 4 med mittpunkt i origo och
radie 2.

\
7

-2 2

Integralen kan med linjériteten delas upp i tva,

//D(x+3)dA=//Ddi+3//DdA_

Integranden i den forsta integralen i hogerledet &r en udda funktion av x, och
eftersom integrationsomradet &r origosymmetriskt i xz-led &r integralen noll.
Den andra integralens virde &r arean av D, d.v.s. %77 22 = 2. Alltsé &r

//D(:c +3)dA = 6.

14.1.20 Berikna foljande dubbelintegral medelst inspektion,

//S(x+y) dA,

dir S dr kvadraten 0 <z <a,0<y < a.

Vi delar upp integralen med linjériteten

| eevaa= [[ zias [[ yaa

Eftersom kvadraten dr spegelsymmetrisk i z och y ((z,y) < (y,x)) &r integralerna

i hogerledet lika,
// (x+y)dA:2// x dA.
s s

Virdet av integralen i hogerledet #r volymen under funktionsytan z = f(x,y) = =
inom kvadraten S.

X

Denna volym ir a2 - a = 143, Alltsd &r
y 2

//S(gc +y)dA = a®.
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14.2.4 Berikna den itererade integralen

2 y
/ dy/ y? e da.
0 0

Nér vi berdknar den inre integralen (den med avseende pa x) betraktar vi y som
en konstant.

2 v 2 v 2
/ dy/ > exydm:/ dy [ye”y} :/ dyy(e??y — V)
0 0 0 0 0
2

4
=/ y(e” —1)dy = {s=y* ds=2ydy}=/ (e —1)ds
0 0

oot

4
= |Lles 1L =1t _ 1 4 (L0 _) =14
= {26 23} =3¢ =5 4- (3¢ - 0) = 3¢

14.2.6 Berikna

// z2y? dA,
R

dir R &r rektangeln 0 <z <a, 0 <y <b.

Vi ritar forst upp omradet R.
Y

~

b

Dubbelintegralen ska vi berdkna som en itererad integral, och da maste vi
bestdmma i vilken ordning variablerna ska integreras. I detta fall & omradet
lika enkelt bade i - och y-led, och integranden &r helt symmetrisk i  och y sa
det spelar ingen roll vilken variabel vi integrerar forst. Lat oss valja att integrera
i y-led forst. Vi maste da beskriva omradet i formen

c<z<d, g(x)<y<h(x).

I vart fall ar

a b a b
// z2y? dx dy = / de | 2%y dy = / dx [%yg}
R 0 0 0 0

14.2.8 Beridkna

/ /T@: — 3y) du dy,

dér T &r triangeln med hornpunkter i (0,0), (a,0) och (0,d).

Omradet T har utseendet




Om vi integrerar forst i z-led maste vi for varje y mellan 0 och b kunna skriva 14.2.10 Beriikna

g(y) < x < h(y). //Da:cosydA,

I detta fall &#r den undre grénsen noll och den dvre grinsen ér linjen mellan (0, b)

dar D ar det dndliga omrade i forsta kvadranten begrénsad av koordinataxlarna och
och (a,0), som har ekvationen

kurvan y = 1 — z°.

Vi ritar upp omradet.

Dubbelintegralen &r

b a(l—y/b) D
//(x—3y)dmdy:/dy/ (x —3y)dx > X
T 0 0 ; ‘ 1\

b
a(1-y/b)
= dy{%*3xy] Eftersom D begri k =1 — 22 beskri ddet
0 0 gransas av Kurvan y = X €SKI1VS omradet av

b 2
0<z<1, 0<y<1-a>
— [ ay (32 -y~ syal1 - /b)) dy Ses pstoe
0

Vart forstahandsval dr darfor att integrera i y-led och sedan i z-led.

1 1—a? 1 1_a?
// a:cosydxdyz/ dx/ xcosydyz/ x[siny] dx
D 0 0 0 0

1 0
:/ rsin(l —2?)de = {s =1 — 2% ds:—2xdx}:/ —$sinsds
0 1

0
1.0 _ 1 _ 1l
—{2c055L—2 2cosl.



14.2.16 Skissera integrationsomradet och beridkna den itererade integralen

/"/Qdy/”/2 sinxdm.
0 Yy z

Integrationsomradet ges enligt den itererade integralen av

0<y<m/2, y<z<m/2

/2

xT

/2

Aven om integralen #r skriven som att vi forst ska integrera i z-led och sedan i
y-led, kan vi kasta om integrationsordningen om det berikningstekniskt gynnar
oss. Detta givetvis under forutsidttning att integranden &r kontinuerlig i hela
triangeln.

I vart fall &r integranden % som verkar svar att integrera i z-led, sa vi véljer
att kasta om integrationsordningen. Vi maste da skriva om omradet i formen

O<z<m/2, g(x)<y<h(z),
och dessutom kontrollera att integranden ar kontinuerlig.
e Omskrivningen av omradet ger att

0<z<w/2, 0<y<u.

/2

e Den enda punkt dér vi inte pa forhand kan sdga om integranden &r kontinu-
erlig &r (0,0). Men i den punkten har vi att
sinx

lim =1,

z,y—0 X

sa om vi definierar integrandens vérde till 1 i origo har vi en kontinuerlig
funktion.

Integralen far vi nu till

/”/de/z smxdy_/”/?dx sinx [yr
0 0 X 0 xr 0

/2 m/2
:/ sinz dx = [—cosx} =1
0 0

14.2.14 Berékna

zy
dA
//T1‘|'954 '

dér T &r triangeln med hérnpunkter (0,0), (1,0) och (1,1).

Om vi bara betraktar omradet T" sa &r det lika enkelt att integrera i z-led som i
y-led.

(0,0) (1,0)



Daremot &r integranden jobbigare att integrera i z-led &n i y-led.
Strategin som vi ska anvinda dr att forst integrera i y-led och sedan hoppas
pa att resultatet dr enklare att integrera i z-led &r den nuvarande integranden.
For ett givet z-virde begrinsas triangeln i y-led underifran av y = 0 och
ovanifran av y = x.

Dubbelintegralen &r déarfor
// . dxdy/ldx/m 2y dy/lx[ly2rdz
1+t 0 o 1+ at o 1+a4 127 lo
o 1.2 4 3
:/0 Tt 20 de ={s=1+2"% ds=4z"dzx}

2
ds 2 log2

1 1
51'? {gbyﬂh 8

14.2.20 Bestdm volymen under funktionsytan z = 1 — 2% och ovanfér omradet 0 <
y<1l,0<z<uy.

Om vi kallar omradet i z, y-planet for D sa ges volymen under funktionsytan till
en positiv funktion z = f(x,y) av

/ /D f(z,y) da dy. (+)

Om vi ritar upp omradet D

\
14

s& ser vi att D helt ligger i det omrade diir 1 — a2 dr positiv, s& vi kan anviinda ()
utan att behova beskéra D.
I uppgiftstexten dr D given i formen

vilket gor det lampligt att forst integrera i x-led.

1 Yy 1 y
V:// (1—x2)dmdy:/ dy/ (1—wz)dm:/ dy [x—%xg}
D 0 0 0 0
1 1

=/ (y—%yg)dy=[

0

N[
sl
Sl

2 1,4 _

N[



14.2.28 Bestim volymen innanfér cylindern z2 4+ 2y = 8, ovanfor planet z = y — 4 Volymintegralen &r

VB J5VE=?
// (12—x—vy dxdy—/ dx (12—z—y)dy
NG —%\/8—7

V8—x2
:/ dx [(12—x)y %y ]\/_
V3 —ﬁm

V8 NG V8
:/ \/5(12—3:)\/8—%2(%:12\/5/ \/8—x2da;—|—\/§/ —xv/8 — x? dx.
V8 -v8 -v8

och under planet z =8 — .

Vi ska forst forsoka forestélla oss den kropp som vi ska bestdmma volymen av.
Cylindern skriver vi forst i standardform

T \2 U\ 2
(\/g) +(3) = p

och vi ser att den elliptiska cylindern har hal- /\
vaxlar v/8 och 2, och z-axeln som generatris.

De tva planen skir cylindern och av-
gransar en &ndlig del av cylindern. Av-
standet 1 hojdled mellan planen ges av dif-
ferensen mellan deras z-koordinater,

Den forsta integralen éir areaintegralen av en halvcirkel med radie v/8 och har
darfor virdet 124/2- %ﬂ(\/g )2 = 48v/2 7. I den andra integralen ser vi att integran-
den &r udda, och eftersom integrationsomradet &r origosymmetriskt &r integralen
noll.

B—z—(y—4)=12—z—y. h d Vi har alltsé att

Innanfér cylindern &r detta avstand positivt / ) & V = 48V2 .
-l
x

vilket vi ser med skattningen
12—-2—y>12—-V8-2>12-8-2=2>0.

Alltsa ar det 6vre planet hela tiden ovanfor
det undre planet innanfor cylindern.
Volymen av kroppen ar volymen under det
ovre planet minus volymen under det undre planet.

Vz// (S—x)dxdy—// (y —4)dx dy
b b 14.3.2 Bestidm om integralen

://D(H—x—y)dxdy, // _ dzdy

1+22)(1+
dér D ar ellipsen 22 + 232 = 8. Ellipsen kan vi ocksé skriva i formen a1+

konvergerar, dir @) ar forsta kvadranten i x, y-planet.
—V8 <z < V8, ~BV8-a?<y< SoV8 -

Y
Integranden &r en positiv funktion och integralen konvergerar omm en av dess
itererade varianter konvergerar.

Forsta kvadranten kan skrivas

0<z<oo, 0<y<oo.



En av de itererade integralerna far vi till

/Ood /°° dx _/°° dx /°° dy
0 yo (T+22)(1+92) Jo 1+a22 J; 1+y?

([ %) _ ({arctm}jf

1,2
ZT(' < Q0.

Alltsé #r integralen i uppgiftstexten konvergent med viirdet 72/4.

14.3.4 Bestdm om integralen

/] wm

over triangeln 7" med hérnpunkter (0,0), (1,1) och (1,2) dr konvergent.

Vi ritar upp triangeln 7.

Eftersom triangeln bara innehaller punkter med positiva z-koordinater &r in-
tegranden positiv och integralen konvergent omm en av dess itererade integraler

konvergerar.

I y-led ar omradet begrinsat av de tva rita linjerna y = x och y = 2z, varfor

\
7

(0,0)

triangeln kan beskrivas som

Integration forst i y-led ger

/de/x %: 0 dm%[%/@]ix
' bde
:/0 5(2\/5—2)\/5(195:(2\/5—2) 7
:(2\f—2)[2\/5}::4(\f2—1)<oo.

Alltsa &r integralen i uppgiftstexten konvergent.
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14.4.2 Beridkna integralen

// Va2 +y?dady
D

dér D ar disken 22 + 3? < a® och a > 0.

Vi ritar upp disken D.

D
N

Vi kan ganska enkelt beskriva omradet med poléra koordinater,
0<f<2mr, 0<r<a.

Om vi dérfor gor ett byte till polidra koordinater 6vergar areaelementet dx dy
till 7 dr df och uttrycket y/x2 + y2 till

Va2 +y2 = /(rcos0)? + (rsinf)? = |r|v/ cos26 + sin?0 = |r|.
Dubbelintegralen blir

2 a
// \/x2+y2dmdy:// rrdrd@z/ d&/ r2dr
D D 0 0

2m

2m a
:/ dé [%r‘?’}o = %ag df = %Wag.
0 0

14.4.10 Berikna integralen

2zy
//Q x2 +y2 dA?

dér Q &r kvartsdisken z > 0, y > 0 och 2% 4+ y* < a? med a > 0.

Omradet Q bestar av den del av cirkeldisken i forsta kvadranten.

Eftersom integranden &r positiv i omradet vallar inte den misstdnkta singulari-
teten i origo nagra beridkningstekniska problem eftersom integralen konvergerar
om och endast om dess itererade varianter konvergerar.

Omradet beskriver vi enklast med polédra koordinater

0<0<7/2, 0<r<a.

Ett byte till poldra koordinater foréindrar areaelementet dA till r dr df och om-
vandlar integranden till
2xy 2rcosfrsind

= = 2cosf sinf.
22 +y?  r2cos20 + r2sinf

Dubbelintegralen blir

2
// 2iy2dxdy:// 2 cos B sinf rdr df
QT Tty Q

w/2 a
:/ 2cos€sin9d¢9/ rdr
0 0

_ -29”/2 1,214 1 2
—|:SIH ]0 |:§’I" ]O—EG.




14.4.12 Bestam

[

dér S ar cirkelsegmentet 22 + 3% < 2, > 1.

Omradet bestar av alla punkter innanfor cirkeln med mittpunkt i origo och ra-
die \/57 och med z-koordinat storre dn eller lika med 1.

Y

N

A

r=1

Omradet har ett visst matt av cirkelform sa vi kan forsoka oss pa att beskriva
omradet med polédra koordinater.
Vinkeln 6 ska ga mellan

1
—arccos —= = — 37T .
V2 V2
och
A
11
arccos E = Zﬂ'
Radien r har /2 som &vre gréns och R
1 0 i
cos 0 T 1 z

som undre gréins.
Omradet beskrivs alltsa i polidra koordinater som

<r<\/—.

cosa —

1 1

Areaelementet dr r dr df och integranden &r x = r cos 6.

Dubbelintegralen blir

// rdA = // T cos 6 rdrd@—/ cosﬁd@/
—m/4 /cos€
/4

V2 /
:/ cos@[é 3] dé):%/ 0050(2 )d&
—7/4 1/ cosf —n/4 s30
/4 /4
= 2—\/5 cosﬁdﬁ—l/ d—i
3 —/4 3 —7'r/4 COS 9
2 m/4 1 m/4 2
= \/_[sm } ——{tan@} \/_ \/_—— 2=2/3.
—m/4 3 —71'/4

Anm. T detta fall dr det inte ”sjdlvklart” att vi ska anvéinda polidra koordinater. I
kartesiska koordinater kan omradet skrivas

1<z<V2, —V2-22<y<2-22

och integralen blir
V2 \/2—:1:z
/ :vd:v/ d
1 —4/2—22

——/lox/gds:[gs\/g];:%

y:{3:27:ﬂ2; dS:*Z’Edm}

14.4.24 Bestdm volymen av det omrade som ligger ovanfor x, y-planet, innanfér cylin-
dern z? + 3% = 4 och under planet z = = + y + 4.

Innanfor cylindern, som har radie 2, uppfyller planets z-koordinat

z=zrz+y+4>-2-24+4=0



och ar alltsa ovanfor z,y-planet. Vi har ddrmed f6ljande principskiss. 14.4.26 Bestim volymen av omradet innanfér den cirkuldra cylindern z2 + y? = 2y

och innanfér den paraboliska cylindern 2% = y.

z
Vi skriver forst den cirkulédra cylindern i standardform.
Kvadratkomplettering i y ger
Y O=a?+y>—2y=a?+(y—1)2 -1 & 2?4+ (y—1)2%*=1.
x Den cirkuldra cylindern har alltsd mittpunkt i (x,y) = (0,1) och radie 1.

Omradet kan alltsa beskrivas som under funktionsytan z = x+y+4 och innanfor Z

disken D : 2% +y% < 4.
Volymen ges av den vilkénda formeln

V://D(x+y+4)dxdy.

Eftersom omradet dr cirkelsymmetriskt beskrivs det enklast med poldra koordi- /\ sy /
nater \J \) Y
x

0<f<2m, 0<r<2.

Volymintegralen &r
Den paraboliska cylindern &r en parabel i y, z-planet.

V= // (z +y + 4) de dy = { poldra koordinater } .
D
2m 2
:/ d@/ (rcos@ +rsinf +4) rdr
0 0

27 2
:/ d9[%r3c059+%r3sin9+2r2}
0 0

\
7

27
:/ (%cos9+ %sin6’+8> do
0

= {integral av cos eller sin 6ver en hel period =0} yy Y

- [80]?:1671




Omréadet ir alltsd alla punkter innanfér cirkeln 22 + (y — 1)? = 1 och mellan de
tva grenarna z = —,/y och z = \/y. Volymen ges av integralen

V=l

Eftersom omradet &r cirkulart infér vi poldra koordinater. Vinkeln 6 ska ga mel-
lan 0 och 7.

))dmdy—Q/ VY dx dy.

\
7

Radien r har 0 som undre gréns, och cosinussatsen ger att den Ovre grénsen
uppfyller

12 =12 472 — 2rcos(Z

5 —0) & r=2cos(% —60) =2sind.

2
Omradet kan alltsa beskrivas som

0<6<7m, 0<r<2sinb.
Volymintegralen blir

V= 2/ VY dx dy = { poldra koordinater }
D

:|25m9

T 2sin 6
22/ do Vrsinf Tdr—Z/ Vsin 6 2 r2\/r
0 0
T 5 g . 16\f 3
=2 Vsing - ¢ 4sin GﬁVSlanQZT sin”6 do
0 0

16v2 [T 16v/2
= 6—\/_/ (1 — cos?0)sinf df = GT\/_ [—00894— %00839}
0

SR ey = 2

™
0

Anm. Om vi bara sett till att férenkla omradet skulle vi infért poldra koordinater
centrerade kring (0,1),

x =1rcosb,

y=1+rsinb,
vilket hade givit
0<0<2r, 0<r<1.

Men da hade integranden blivit jobbigare, sa det dr tveksamt om detta varit battre. Det
ar alltid en balans mellan att férenkla integrationsomradet och att se till integrandens
analytiska form, &ven om forenkling av integrationsomradet ofta viger tyngre.

14.4.32 Bestiam

//P(:f +y?)dA

dar P ar parallellogrammet som begradnsas av de réta linjerna x +y =1, z +y = 2,
3x + 4y = 5 och 3x 4+ 4y = 6.

Vi ritar upp omradet P.




Omradet forenklas om vi viljer ett nytt koordinatsystem med omradets be-
griansningslinjer som koordinatlinjer,

u=1x+y,
_ (%)
v = 3z + 4y.

Detta linjéra koordinatbyte &r 1:1 eftersom determinanten av basbytesmatrisen
ar

1 1
‘3 4’—4—3—17&0.
I detta nya koordinatsystem beskrivs omradet P som 1 <u <2, 5 <v <6. Vid
overgangen till (u,v)-planet dndras areaelementet till

(z,y) oo
drdy = ’det(a(u,v)>‘ du dv = belopp g_z % du dv.

Fran (x) kan vi uttrycka x och y i u och v,

T =4u—v

y=-3u+v

och far

dx dy = belopp ‘ _4 711 ’ dudv = du dv.

3

Integralen blir

// z? 4 y? d:z:dy—/ du/ du —v)* + (=3u+v)?) dv

= / du/ (25u2 — 1duv + 21)2) dv
1 5
v=6

2
= / du [25u2v — Tuv? + %’US}
1 v=>5

2
= / (15042 — 2520 + 144 — (1250% — 1750 + 22) ) du
1

2
= /1 (25u* — T7u + 182) du

2
= [ 248 172 4 182, }

:200 154 + 364 (25_77+182):%.

14.5.2 Beridkna trippelintegralen

1]

dar B ar riatblocket 0 <z <1, -2<y<0,1<2<4.

Vi ritar upp rétblocket B.

T

Omradet kan vi se som bestaende av alla punkter (z,y,z) med z,y-koordinat
innanfoér rektangeln D : 0 < x < 1,—2 < y < 0 och z-koordinat mellan funk-
tionsytorna z = 1 och z = 4.

Med iterationsformeln har vi

4
/// xyde:// dﬂr:dy/ ryzdz
/ dmdya;y 1 2 :—// zy dx dy.



Omradet D kan i sin tur beskrivas som omradet mellan funktionskurvorna y = —2
och y =0.

\
7

Vi far med iterationsformeln

// rydrdy = — /dm/ zy dy

_ 2 O dx{% }_2:_15/0 zdr = —15/2.

14.5.4 Beridkna trippelintegralen

o |

dir R &r tetraedern som begrénsas av koordinatplanen och planet z + % +-=1.
a

Planet x/a + y/b + z/c = 1 skir koordinataxlarna i punkterna (a,0,0), (0,b,0)
och (0,0, ¢) varfor tetraedern har utseendet

z

Vi kan beskriva omradet som alla punkter (z,y, z) med z, y-koordinater innanfér
bastriangeln T'i x, y-planet och z-koordinat mellan funktionsytorna z = 0 och z =
¢(l —x/a —y/b). Tterationsformeln ger

///Rde = //Txdxdy/ocu_x/a_y/b) dz
_ c//Tx(l ~wfa—y/b)dzdy.

Triangeln T kan beskrivas som omradet mellan funktionskurvorna y = 0 och y =

b(l—z/a).

a gzb(l—x/a)

(1—z/a)
// (17777 dxdy*c/ xdz/ lfffg)d
a b(l—x/a)
:C/o zdx[(l——)y—%y}
:c/ x(b(l—x/a)z—%b(l—x/a)g) dx
0
= %bc/O x(l—x/a)gdx: %bc/o (z— 22> + L2%) do

Vi far



14.5.10 Berikna trippelintegralen

] v

dir R &r den del av kuben 0 < z,y, z < 1 som ligger ovanfor planet y 4+ z = 1 och under
planet x +y + 2z = 2.

Omradet R bestar av alla punkter (z,y, z) som uppfyller olikheterna

0<z<I1, (1)
0<y<l, (2)
0<z<1, (3)
y+z2>1, (4)
r+y+z<2 (5)

Istéllet for att forsoka rita upp det ganska komplicerade omradet R ska vi skriva
om (1) till (6) till en form som vi direkt kan anvénda i en itererad variant av
trippelintegralen.

Fran (3) far vi olikheten

0<z<1. (6)
Olikhet (2) och (4) ger
0<y<1l-—z. (7)
Olikhet (1) och (5) ger
0<z<2—y—2z (8)
Vi har ddrmed visat att
0<x <1,
0<y<1, 0<2<1,
0<2<1, = 0<y<1l—z
y+z2>1, 0<xr<2—y—=z.
z+y+z2<2,

For att (6) till (8) ska beskriva samma omrade som (1) till (5) maste vi ocksa
visa den omvénda implikationen, d.v.s. att (6), (7) och (8) medfér olikheterna (1)
till (5).

(3): foljer direkt av (6),
(4): foljer direkt av (7),
(5): foljer direkt av (8),
(2): y<1l: foljer av (7),
y>0: (7)och(6)gery>1—-2>1-1=0,
(1): x<1l: )och(4)gerz<2—-y—2z=2-—(y+2)<2-1=1,

x>0: foljer av (8).

Trippelintegralen ar

1 1—= 2—y—=z 1 1—=z 2—y—z
///de:/dz/ ydy/ dx:/dz/ ydy[m}
R 0 0 0 0 0 0
1 1—2 1 1—s
:/ dz/ y(2—y—z)dy:/ dz [yQ—%yg—%y%z}
0 0 0 0
1 1
:/ (-7 10 -2~ 30— =) dz:/ (1—2)°(2 - L2)dz
0 0

1 1
:%/0 (1722+z2)(4fz)dz:%/0 (4—92+62" —2%) dz

1
ar-322 4220 - 124 = &
0
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14.6.20 Bestdm volymen av omradet ovanfor z,y-planet, under paraboloiden z =
1—2%—y%ochikilen —z <y < 3z.

Paraboloiden &r ovanfor z, y-planet nar

z=1—-22—4*>>0 & w2yt <1,
d.v.s. innanf6r enhetscirkeln.

De punkter som tillhér omradet har alltsa z- och y-koordinat i snittet mellan
enhetsdisken och kilen —x <y < V3.

\
7

I z-led begrinsas omradet av funktionsytorna z = 0 och z = 1 — 22 — 2. Volymen

ges av
V:// (1 — 2% —y?) dx dy.
D

I poléra koordinater beskrivs omradet D i x, y-planet som

—iﬂﬁ@ﬁarctan\/g:%w, 0<r<i,

och volymintegralen blir
1 w/3
V= dﬁ/(l—rz)rdr:/ d9[%r2—ir4}
—7/4 0 w/4 0

1 /3 7
—m/4

14.6.24 Berikna

/// (2 +9° + 2°) de dy dz
JJ R

dar R &r cylindern 0 < 2 + y2 < a27 0<z<h.

Enligt den forsta olikheten 0 < 22 + y? < a? #r cylindern parallell med z-axeln
och med z- och y-koordinater innanfor cirkeln med mittpunkt i origo och radie a.
Den andra olikheten 0 < z < h begrénsar cylindern i hojdled.

z

T

Eftersom omradet ar rotationssymmetriskt kring z-axeln beskrivs det enklast
med cylindriska koordinater
0<z<h, 0<6<2m, 0<r<a.

Integralen blir

/// (2% + y* + 2%) dx dy dz = { cylindriska koordinater }
R

2 h a
:/// (T2+Z2)Tdrd9dz:/ d9/ dz/ (r? 4 2%)rdr
0 0
2 2
/ de/ az | 4r +122r2 / do/

h
:/ a [ a'z + Lo :/ (La*h + La2h®) do
0 0 0

= Lma’h(3a® 4 2h%).

a + 1a222) dz



14.6.26 Bestam

///B(m2 +y° +2%)dV

diir B #r klotet 2 + y2 + 22 < a?.

T

Eftersom klotet 22 + y2 + 22 < @2 &r helt rota-
tionssymmetriskt infor vi sfiriska koordinater. I
dessa koordinater beskrivs klotet som

/ \)y
0<f<2m, 0<p<m 0<r<a. z \_/
Integralen blir

x = rsinpcosf

/// (@2 + 12 +22)dV =< y=rsinpsing | dV = r?sinpdr dp df
B 2 =TrCosp

27 T a
2/0 d@/o Sincpdcp/o r4dr=27r-2-%a5:%ﬂ'a5.

14.6.28 Berikna

[l

dér R #r omradet ovanfor konen z = ¢y/22 + y2 och innanfor sfiren z2 + 32 + 2% = o

Funktionsytan z = c¢y/22 4+ y? dr en kon med spets i origo och z-axeln som

symmetriaxel. Omradet R har alltsa féljande utseende.

\
7
N
Il

o

=

L3 O

Vi beskriver omradet enklast med sfiriska koordinater
1
0<p<arctan—, 0<0<2m, 0<r<a.
c

Integralen blir

/// (2% + y*) dV = { sfiriska koordinater }
v

27 arctanl/c a
= / do / sinp do / rtdr
0 0 0

2T arctan1l/c a
= / d9/ (1 — cos®¢)sin p d<p/ rddr
0 0 0

arctanl/c 151
[]

2w
= [0 [omor s
{ o cos @ + 3 cos”p 5 o

0

5

= 27r(— cosarctan1/c+ % cos® arctan1/c — (—1 + %)) - ta

For att forenkla cosarctan 1/c ritar vi en hjilptriangel.

V142 c
cosarctanl/c = ——
/ V142

arctan1/c c
2ma® c L3
= - + —32 +2 3).
5 ( VIt (1+c2)3/2 /



14.7.2 Bestdm arean av ytan till planet 5z = 3x — 4y innanfér den elliptiska cylindern

22+ 4y% = 4.

Vi ska alltsa bestdmma arean av funktionsytan z = %x — %y i omradet

2
22 +4y? <4 & (g) +y? < 1.

Omradet bestar alltsa av en ellips med mittpunkt i origo och halvaxlar 2 och 1.

Y

/;
N

For att beskriva omradet infor vi omskalade poléra koordinater
x = 2rcosb,
y =rsind,

och omradet ges da av

0<f<2r, 0<r<I.

Areaelementet dx dy overgar till

O, y) o %
dedy = |det ——=<|drdf =|y5" 5| drdd
O(u,v) ar o0

sin 6 rcosf

Areaintegralen blir

S Qo () awan= [ @ (7 aea

27 1 1
:\/5/ d9/ 2rdr:\/§o27r{r2} =2V2m.
0 0 0

2eosf —2rsing ‘ dr df = (2r cos®0 + 2rsin®0) dr df = 2r dr df.

14.7.4 Bestdm arean av halvellipsytan z = 24/1 — 22 — 32,

Funktionen har definitionsomradet

1—z2—y220 & x2+y2§1, f

d.v.s. enhetsdisken.
Integranden till areaintegralen &r

i () ()
_ \/1 + (21_12_212 ~ (7233))2 + (m ~ (ny))2

4x? + 4y? 1+ 322 + 3y?
1— 22 —92 1— 22 —qy2

"Den rikliga forekomsten av uttrycket 2% 4+ 32 antyder att inférandet av poldra

koordinater kan forenkla riknearbetet.” [Leo Ullemar, 1972]
Areaintegralen blir

1+ 322 4 3y2
/ / \/%7 dx dy = { polira koordinater }
D Yy
—/%dﬂ/l\/mrdr—{s—m' ds—_ird?"}
) o V 1—1r2 T T VI-r?
1 1

:271'/ \/47352d‘9:4ﬂ'/ \/1*%52615

0 0

={s= %sing&; ds = %cosg;dgp}

B {7 /3 do — 87 1 1. 5 /3
_% ; | cos | cos g w—ﬁ 3@+ gsin2p .
_ST(rL Y

S Vv3le 8/ 33



14.7.6 Bestdm arean av paraboloiden z = 1 — 2% — y? i forsta oktanten.

Forsta oktanten definieras som x,y,z > 0. Den del av paraboloidens yta som
tillhor forsta oktanten bestidms alltsa av alla x och y s.a.

\
4

z,y>0 och 1—2a2%>—¢y>>0
& x,y >0 och x2+y2§1. D

Arean ges av

072\ 2 0z\2
i i — 2 2
//D\/l+<8x) +<8y) dz dy //D\/1+(2x) T (29 dedy
/2 1
= { poléra koordinater } :/ d&/ V144r2 rdr
0 0

/2 5
={s=1+4r% ds=8rdr}=%/ dﬁ/ Vsds
0 1
=1.1..12 5:L 5v5 — 1
S 5T | 35Vs . 17 ( ).

14.7.8 Bestdm arean av ytan z = \/z ovanfér omradet 0 <z < 1,0 <y < /z.

Funktionen z = /z ir alltid icke-negativ och befinner sig dirfor alltid ovanfor
x, y-planet.

Arean av funktionsytan inom omradet ges av
0z\2 0z\2 1 \2
1 — — | dxdy = 1 — 02 dxd
[ G o) we= [+ (i) + v e
1 NG 1 1 1 1
:/dx/ \/1+—dy:/\/1+—\/§d:ﬂ:/ 41 do

) (

= [+ 1] =2 -

)3/2_ 5v5 — 1

12

Wi
Bl



Lektion 13, Flervariabelanalys den 15 februari 2000 Integration m.a.p. t av bada led ger

15.1.2 Skissera vektorfiltet t g t) t x(t
VL = / —Ldt= [log |x(t)\} = log |x(t)| — log|z(0)] = log| —=%
F(m,y) = zey + yey 0 .I(t) 0 LE(O)
t -
t t t
och bestém dess faltlinjer. HL = / 9®) gy [1og |y(t)|] = log [y(t)| — log [y(0)| = log &‘
o y(t) 0 y(0)
y(0)
oyt =2 a()
I varje punkt (z,y) har vektorfiltet en vektor med komponenter (x,y), d.v.s. z(0)
vektorn utgaende fran punkten ér lika med punktens ortsvektor. . .. .
Minustecknet kan forkastas eftersom y(0) = 4+y(0) ( # 0).
Y Féltlinjerna &ar alltsa réta linjer som gar genom origo.
\'\ / y, A Y
— ?J &? — - -
En kurva r = r(t) = (2(t),y(t)) &r en filtlinje till vektorfiltet om
7(t) #r parallell med F(r(t)) Om x = 0 eller y = 0 ger (1) att & = 0 respektive y = 0, vilket ger filtlinjer ldngs
y-axeln respektive z-axeln.
Detta villkor kan vi t.ex. formulera som Om z = 0 och y = 0 befinner vi oss i en singulér punkt dér vektorféltet har en
. nollvektor.
— () — 0
—F (r(t)) —| T

dar

Determinantvillkoret blir alltsa

@(t) ()
z(t) y(t)

Om vi antar att z,y # 0 da kan (1) skrivas

\—asy—xy—o. 1)

Ty
z oy



15.1.4 Skissera vektorfiltet

och bestdm dess faltlinjer.

F(z,y) = ey +sinzey

I varje punkt har vektorfiltet x-komponenten 1.

——

—_——

Y

N
> > —> —> —>

P> > 3 —— —> —

—_— 3 T

—_——

—_——

> > 3 — —> —

> > 3 — —> —

Vektorfiltets y-komponent har beroendet sin z.

Sammanlagt har vektorfiltet

Y
1o .
li t 1o ilj.
%l T%T L%L e
1 1 .
R R T
1! L]t
utseendet
Y
S .
N\ NN N
\\%///H\\\H

N ’

NN
NN

NN

H///H\\\H

En kurva v = r(t) = (2(t),y(t)) dr en filtlinje om
7(t) &r parallell med F(r(t)),
d.v.s. om
r(t ) (t
w00 |
1 sinz(t)

N f‘(t) N
—F(r@t)— |~
Vi integrerar bada led

vuafywﬁzyw—y@,

Yy =2 sinz.

HL = /Ot z(t)sinz(t) dt = [fcos :r(t)}; = —cosz(t) + cos z(0).

Alltsa dr faltlinjerna i formen

y=—coszx+ C.

15.1.10 Beskriv filtlinjerna till hastighetsfiltet

v(z,y,2) = ze, +yey — ze..

En kurva r(t) = (2(t),y(t), 2(t)) &r en filtlinje om

7(t) &r parallell med wv(r(t)).



Detta villkor kan formuleras som

7(t) = A(t) v(r(t))
& @) = A)2(t) (1)
y(t) = A(B) y(t) (2)
£(t) = A(t) 2(t) (3)
for nagon skaldrfunktion A(t). (1) och (3) ger att

som efter integrering ger

/0 () dt = 2(t) — 2(0),
B8 dt = —(t) + 2(0),

VL =
t
HL:/ -
0
< 2(t)

Ekvation (1) och (2) kan skrivas om till

—x(t) + z(0) + 2(0).

VL:/Ot%dt: [10g ()] = log Zf(—é))‘
HLz/Ot%dt: [log\y(tﬂr = log %’
& y(t) :i% x(t).

Stoppar vi in ¢t = 0 i formeln for y(¢) fas y(0) = +y(0) och dirfér maste minus-
tecknet forkastas. Alltsa ges filtlinjerna av kurvskaran

y=_Cruo,
z=—x+ Cy.

15.2.2 Undersok om vektorfiltet
F(z,y,2) = yes + zey + e,

ar konservativt, och bestam i sadant fall potentialen.

Vektorfiltet F' dr konservativt om det finns en potential ® s.a.

Vo — (afb 0P 00

gr YT YT _ 2
5n 5y 9:) = F@w 9 =(,3.2). ()

Ett nodvindigt villkor for att en potential ® ska existera ar att vektorfiltet F'
har en symmetrisk Jakobian. Vi har

OF, OF, OF;

dx 3 9z 0 1 0

oF —_ | 82 Qﬁé oFy | _ 1 0 0
8($ y Z) - ox oy Oz -

B OF; O0F3 OF3 0 0 2z

ox oy 0z

som #r symmetrisk. Vektorfiltet kan alltsa mojligtvis vara konservativt.
Integrerar vi upp 0®/0zx, 0P/dy och 0®/Jz i (*) fas

® =2y + Ci(y, 2),
& =2y + Ca(x, 2),
® =122+ Cs(z,y).
Dessa samband tillsammans visar att
D =uxy+ %z?’

ar en potential till F' som darmed &r konservativ.



15.2.4 Undersok om vektorfiltet

_ x Y
F(z,y,2) = 22 1 42 €x + 22 + 42 €y

ar konservativt, och bestim i sadant fall potentialen.

Det forsta testet vi ska utfora dr att undersoka om vektorfiltets Jakobian &r
symmetrisk. Uttryckt i F' = (Fy, Fy) blir detta villkor

or, _ o,
oy Oz
som i vart fall blir
VL,Q(L) T o T2y
Toy\a2+y2) T (224 42)2 (22 + 12)2’
0 Y y —2xy
HL= ——— | == - 20= —————.
8x($2 +y2) (22 +y?)? v (22 4 92)2
Vektorfiltet klarade alltsa testet. En potential ® till F' ska uppfylla

Vo = (g—jg—j) =F(zy) = (%W%W)

och i komponentform

0P x
PRt S
0P Y
T @)

Vi integrerar upp (1) med avseende pa x,

@:/ﬁdx:{3:x2+y2; ds =2xdx}

ds
=3 [ = 3logls| + Cy) = 3log(a” +v*) + C(y).

Detta insatt i (2) ger

0P i y
VL N=—=—2__ .29 +C'(y) = '
av (2) 0y g y+C'(y) x2+y2+ ()
y
HL 2) = ———
v @ =mp

vilket ger C’(y) = 0, d.v.s. C' = konstant som vi kan vilja till 0. En potential &r
alltsa

O(z,y,2) = 3log(a” +y7).

Notera att eftersom vektorfiltet inte &dr definierat i origo &r F konservativt
overallt utom i origo.

15.2.6 Undersok om vektorfiltet

2 2 2
F(z,y,2) =" TV (zze, + yze, + zye.)

dr konservativt, och bestdm i sadant fall potentialen.

Ett nédvandigt villkor for att F' ska vara konservativ ar att dess Jakobian

6F1 8F1 8F1
ox Oy Oz
aF an BFQ an

- ox oy 0z
O(z,y, 2) OF; OF; OFs

ox oy 0z

ar symmetrisk, d.v.s. att féljande samband &r uppfyllda

o oF,

e 1
Oy oz’ (1)
o 0F3

L _ 72 2
0z ox’ )
OF, OF,

B oy (3)



Vi kontrollerar,

vilket visar att F' inte &r konservativ.

15.2.10 Visa att vektorfaltet

2 2 2 2
Pl = et By (1727,
z z z

dr konservativt och bestdm dess potential.
Beskriv ekvipotentialytorna och bestam faltlinjerna till F'.

Vektorfiltet F' &r konservativt om det finns en potential ¢ s.a.

0P 0P 00
o= (L 22 27 =
v <8m78y’8z) ’
d.v.s.
o0 2 0w 3y 0v_ | atey
or  z' Oy =z dz 22

Vi integrerar upp (1) med avseende pa x,

2 2
@:/—Idarzx——kcl(y,z).
z z

Detta insatt i (2) ger

801_23/
0+ oy = %

som efter integrering m.a.p. y ger
2 2
Cily2) = [ Ly ="+ Cafo)

2 2
dvs. =" +L 4 C5(z). Stoppar vi slutligen in detta i (3) fas
z oz

22 y2—1 22 + g2
22 2 - 2

CQ(Z) - 22 - 2

= CQ(Z) =z+ 03.
En potential till F' &r alltsa (Cs3 vald till 0)

2 2
_|_
@:u—kz.
z

Ekvipotentialytorna ges av alla punkter (z,y, z) som uppfyller
O(z,y,2)=C
for ett fixt C, d.v.s.

x2+y2

+z=C & 2?4y + 22 =Cx

& 4y + (2 —C/2)% = (C/2)%

Ekvipotentialytorna dr alltsa sfiriska skal med mittpunkt i (0,0,C/2) och ra-

die C/2.
En féltlinje 7 = r(¢) = (x(¢),y(t), 2(t)) uppfyller villkoret

7(t) &r parallell med F(r(t))

som vi kan formulera som determinantvillkoret

Y z
2 2
2_‘73 2_y 1_Jc+y =0
z z 22
a b c

& Oz) =1



for alla vektorer (a, b, c¢). Kofaktorutveckling lings tredje raden ger

a2y 17;52_,_3/2 —-b 2z 17x2+y2 +c 2z 2y =0.
z 22 z 22 z z

Eftersom detta ska gilla for alla val av a, b och ¢ maste de tre minorerna vara
noll.

z 22
2 1mz+y2 - (1_952;92)_2337220
22
z oz
som efter forenkling ger ekvationerna
§(z* —a® —y?) = 2922 =0 (1)
i(2? —2? —y?) — 2022 =0 (2)
Ty —xy =0 (3)
Ekvation (3) ger
t_Y
r oy
och efter integrering (se uppgift 15.1.2)
y(t) = % x(t) = Cx(t).
Sétter vi in detta i (1) och (2) far vi

i(22 — 2% — C%2?) — 2222 =0 = —

2z (z/x)2—(1+C2).
Notera att variabeln z férekommer endast i kombinationerna z/x och Z/x. Om
vi dérfor provar att infora en ny variabel u = z/x far vi att

2T — 2T

’[’L: =

z z
2 T

SHE-T

T . T
—Uu— & =u+u-—
x T

SHRN

och ekvationen blir

. T uu
1 “(“Jr“;) i u? — (1+C2) Qui
= b7 2N — = = —
22z w?r—(1+C?) x

Vi integrerar bada led m.a.p. t,

\/Lf/0 ;dtf {log|x(t)\}0f10g

4
(

x(0)
HL/;%{SU2+(1+C2); ds = 2uu dt }
=- %:—log j((—é) = —log —u2+(D11+02)
—log 2/ +D(11+02)
N x Diz? - B Dozt

2(0) 22+ (1+C%)a?
& 22+ (1+C*2* =Dy

224 (1 + C?)a2

& 2+ (r—g D ))2=4( D3

(14 C? 1+ C?)
2
2 xr — Dg
& —— ] =1
z° + ( Ds >
Filtlinjerna kan alltsa skrivas i formen
y=Cu,
2 xTr — D3)2

) 9
z2° + ( Ds ,

d.v.s. filtlinjerna blir réita linjer nér de projiceras pa z,y-planet och ellipser nér
de projiceras pa z, z-planet.

Y Ky /







Lektion 14, Flervariabelanalys den 16 februari 2000

15.3.2 Lat C vara den koniska spiralkurvan med parameterformen

xr =1 cost
y =tsint (0 <t<2m).
z=1

Besta'm/ zds.
c

Vi skriver kurvan i vektorform
r(t) = | t sint (0 <t <2m).

Baglangdselementet ds ges av formeln ds = |7(t)| dt, dir

cost —tsint
7(t) = | sint + tcost
1

[7(t)] = \/(cost —t sint)2 + (sint +t cost)? + 12

= \/COS2t — 9t costsint + t2 sin’t + sin?t + 2t costsint + 2 cos?t + 1
=V2+1t2

Linjeintegralen blir

2
/zds=/ V2412 dt = {u=2+1t% du=2tdt}
C 0

2+4m? 24472

=3[ Vi ]
= 1(2+47%)V2 + 42 - 2V2).

15.3.4 Visa att kurvan C' som &r skdrningskurvan mellan den elliptiska paraboloi-
den z = 2 —x? —2y* och den paraboliska cylindern z = 2 i forsta oktanten fran (0, 1,0)
till (1,0, 1) har parametriseringen

T = cosu
y =sinu (0 <u<7/2),
z = cos’u

och berdkna kurvans massa om dess densitet i punkten (z,y, 2) dr o(z,y, 2) = zy.

Skarningskurvan mellan de tva ytorna uppfyller bada ytornas ekvationer

2=2—x% -2 (1)
z =12 (2)

(2) insatt i (1) ger

2

?=2—2%-2 & 2?4+ = 1.

Skarningskurvans projektion pa x,y-planet dr alltsa en del av enhetscirkeln. Vi
kan dérfor beskriva z- och y-koordinaten med standardparametriseringen
T = cosu,

Yy = sinu.

Fran (2) har vi

z = $2 = COSzu.

Detta dr en beskrivning av hela skdrningskurvan. Eftersom kurvstycket C' ligger
i forsta oktanten maste vi begrinsa parameterintervallet sa att

x =cosu > 0,
y =sinu > 0,

2 = cos’u >0,
vilket ger att u € [0,7/2]. Kurvan C kan alltsa skrivas

COoSu

r(u) = | sinu (0<u<m7/2).

cos?u



Kurvans densitet ges av

o(u) = o(r(u)) = z(u)y(u) = cosusinu,

och kurvans bagldngdselement ds &r

ds = |#(u)| du = \/(—sinu)2 + (cosu)2 + (2 cosusinu)? du

= \/1 + 4 cos2u sin®u du.

Kurvans totala massa blir

/2
m = / o(x,y,2)ds = / cosusinuy 1+ 4 cos2usin?u du
C 0
w/2 /2
= / %Sin 2u\/ 1 + sin®2u du = / %Sin 2uy/ 2 — cos22u du
0

0

1
={t=cos2u; dt = -2 sin2udu}:%/ V2 —1t2dt
-1
1 7\'/4
V2 — 2sin20 cos 6 db

={t=V2sinb; dt =2 cosfdf} = —~
{ } 2\/§ —m/4

/4 /4
= %/ | cos 6] cosfdf = i/ (1 + cos26)df
—m/4 —7/4
. w/4 - -
S R TC S S S S

15.3.6 Beridkna
/ezds
c

r=r(t)=¢ coste, +e'sinte, +te, (0 <t <2m).

dar C ar kurvan

I vektorform skrivs kurvan

och baglingdselementet dr

ds = |#(t)| dt = \/(et cost — et sint)2 + (et sint + et cost)2 + 12 dt

= \/ezt(cos% — 2costsint + sint 4 sin’t + 2costsint 4 cos2t) 4 1 dt

= /22t + 1 dt.

Linjeintegralen blir

2m
/ezdSZ et/2e2t + 1 dt = {s=V2¢e; ds=2e' dt}
c

0
V3 27
:% " V52 4+ 1ds={s=tan6; ds = (1 + tan’0) df }
. arctan(v/2 62") do 1 arctan(\/ie%') cos 0 do

arctan \/5 C0539 - ﬁ arctan \/§ (1 - Sin26)2

1 sin arctan(v/2 e2™) dr
={r=sinf; dr =cosfdf} = — —_—
\/Q sin arctan v/2 (1 - 7‘2)2

= { partialbrakuppdelning }

:4\1/§/<(r_11)2_rilJ’(rﬂLll)erTil)dr

1 sin arctan(v/2 e2™)

T a2

1 1
{———log|r—1|——+log|r+1]
r—1 r +1 sin arctan\/§



Med tva hjilptrianglar kan vi férenkla 6vre och undre integrationsgriansen.

V5
\/5 sin arctan \/5 = \/g

5

arctan v/2 1

V14 2edr

o ) 27
\/ie sin arctan(\/E€27r) = \/\{%

5

arctan (\/i 62”)

Linjeintegralen blir

ﬂ + 1
_ 1 _ 1 _ 1 +10g,/1_~_2647r
4\/§ \/56277 \/56271' \/ieQTr

L T L _VEe 4
V14 2edr V14 2edm V14 2edm

1 1 V2/5+1
NSNS Ogm_1>

Anm. Med en hyperbolisk substitution blir ridkningarna nagot enklare

/\/52+1ds:{s:sinht; ds:cosht}:/coshgtdt
:%/(1+cosh2t)dt:%t+%sinh2t+C

men integrationsgrinserna &dr fortfarande risiga.

15.3.7 Bestam

/x2ds
c

lings skédrningslinjen mellan planen x —y + z = 0 och = + y + 2z = 0, fran origo
till (3,1, —2).

Skérningslinjen dr 16sningarna till de bada planens ekvationer
-y +z= 07
r+y+22z=0.
Med gausseliminering far vi 1ésningarna till

x 3t
yl=1 ¢ (t parameter),
z —2t

som ocksa #r en parametrisering av skdrningslinjen. Origo svarar mot ¢ = 0
och (3,1, —2) svarar mot t = 1. Bagliangdselementet #r

ds = |(t)| dt = /32 + 12 + (—2)2 dt = V14 dt.

Linjeintegralen &r alltsa

1 1
/xst:/ (31)2/14 dt:9\/ﬂ/ 2 dt — 314,
C 0 0

Anm. Eftersom skdrningskurvan mellan tva plan alltid &r en rét linje, som dessutom
maste ga genom origo och (3,1, —2) kunde vi direkt ha skrivit upp linjens parametrise-

ring.



15.4.2 Beridkna linjeintegralen av vektorfiltet
F(z,y) =coszez —yey

lings kurvan y = sinx fran (0,0) till (7, 0).

Vi ska 16sa uppgiften med tre metoder.
METOD 1 (explicit utrdkning)

Vi skriver kurvan i parameterform

- ()-(2)

dr 1
dr(t) = yn dt = (cos t) dt.

0<t<m),

och har da

Linjeintegralen blir
/ F-dr = / (cosz, —y) - (dz,dy) = / (cost, —sint) - (dt, cost dt)
C C 0
= / costdt —sint costdt = {sint} — [%Sinzt} =0.
0 0 0
METOD 2 (potential)

oOF B % 60—1;’1 _(—sinx O)
o(zy.2)  \Gr %2 o -1

Vi har

som dr symmetrisk i hela planet. Vektorféltet F ar ddrmed konservativ och har
en potential ® som uppfyller

0P 0P
Vo = (%, a_y) = F(r) = (cosz, —y)

& @zsinxf%yQJrC.

Linjeintegralen dr oberoende av vég och vi har

(m,0)
/ F-dr = &(r,0) — 5(0,0) = 0.
0,0)

METOD 3 (byte av integrationskurva)

Precis som i metod 2 visar vi férst att F' &r konservativ.
Eftersom F' ar konservativ ar linjeintegralens viarde oberoende av vilken kurva
fran (0,0) till (7, 0) som anvéinds. Vi byter dérfor ut kurvan i uppgiftstexten mot

den enklare kurvan
'S t = =
0=(3) =
Linjeintegralen blir

/(cost,O)-(dt,O):/ costdt:[sintr:O.

0 0 0

(0<t<m).

15.4.4 Beriikna linjeintegralen av vektorfiltet
F(z,y,2) =zez—yey+2ze,

lings kurvan « = ¢, y = t* och z = t® fran (0,0,0) till (1,1,1).

Vi undersoker forst om vektorfaltet ar konservativt. Vi har

0 0 1
F
0 =0 -1 O

0(x,y,2) 2 0 0

Eftersom matrisen inte dr symmetrisk dr F' inte konservativ. Vi bestimmer dérfor
linjeintegralens virde med en explicit utrdkning. Vi har

z(t) #3
F(r(t) = y((t)) = f;
2x(t
dr 1
dr(t) = - dt = 32t dt
t2



Kurvan genomléps av denna parametrisering nér ¢ gar fran 0 till 1. Linjeintegralen
blir

- dr = ' r -dr = ' 3 42 . 2
/cF d /OF( (t)) - dr(t) /O(t, t2,2t) - (1,2t,3t%) dt

1 1
— 3 3 3 _ | 544 _ 5
_/0 (=26 + 6t dt = [ 32| =1

15.4.8 Bestidm
7{ a:2y2 dx + x3y dy
c

moturs runt kvadraten med horn i (0,0), (1,0), (1,1) och (0,1).

Vi undersoker om vektorfaltet
F(z,y) = (*y°, 2%y)

ar konservativt. Eftersom

OF [ % 3z%
O(w,y)  \20%
inte dr symmetrisk ar F' inte konservativ.
Kvadraten bestar av fyra riata randkurvor

(* = ointressant)

Y
~
ls
<
64 Y A~ EQ
> > T
b

som parametriseras av

b r(t) = (¢,0) (0<t<1)
621 Tg(t) = (1,t) (0 <t< 1)
232 T‘3(t) = (—t, ].) (0 § t S 1)
Ly rat)=(0,—t) (0<t<1)

Pa de fyra kantlinjerna &r

ti: F(ri(t)) = (t2-0%,£*-0) = (0,0),

ly: F(ra(t)) = (122,13 - 1) = (t%,1),
dra(t) = (0, dt),

by F(rs(t) = (1) 12, (=1)* 1) = (2, —1),
drs(t) = (—dt,0),

by F(ra(t)) = (02 (=t)2,0% - (—t)) = (0,0).

Linjeintegralen runt kvadraten delar vi upp i fyra delar som svarar mot de fyra
kantlinjerna.

]{F dT—Z/F dr ={Pa ¥ty ochlyir F=0}

1
/ / / (t2,t) - (0,dt) + / (t?, —t3) - (—dt,0)
o L3 0
= [ tdt— | t®dit= l 2 —
/0 /0 2 }0



15.4.10 Vektorfiltet

F(z,y,2) = (azxy + 2) e, + 2° e, + (bx + 22) e

dr konservativt. Bestdm a och b, och bestdm &ven en potential till F'.

Berikna
/ F -dr,
c

dér C &r kurvan fran (1,1,0) till (0,0,3) som ligger pa skdrningskurvan mellan ytor-
na 2z +y + z = 3 och 922 + 9y* + 222 = 18 i oktanten z,y,z > 0.

Vektorfaltet F' ar konservativt endast om

OF * ar 1
8($,y72) b 0

ar symmetrisk. Detta ger direkt att « = 2 och b = 1. En potential ® till F
uppfyller

Vo = (g—(j g—j, g—f) = F(z,y,2) = 20y + 2z, 2%, 2 + 22)

& g—i =2zy + 2, (1)
& =7 @)
Z—f =+ 2z. (3)

Om vi integrerar upp (1), (2) och (3) fas

o= .’E2y +zz+ Cl(yaz)7
® = 22y + Oy(z, 2),
O =2z + 2%+ Cs(x,y).

Eftersom vénsterleden dr lika maste hogerleden vara lika, vilket ger

O =2’y + a2+ 2%+ C.

Eftersom vektorfiltet dr konservativt och vi vet dess potential kan vi strunta i
den komplicerade beskrivningen av kurvan C' och istéllet fa linjeintegralens virde
som differensen mellan potentialens véirde i kurvans tva dndpunkter,

/ F.dr =®(0,0,3) — ®(1,1,0) = 3> - 1% .1 = 8.
C

15.4.12 Bestdm arbetet som kraftfaltet
F =y cosz+2°) e, + (2ysinz —4) e, + (3z2° +2) e,

utfor nér en partikel flyttas langs kurvan & = arcsint, y = 1 — 2t och z = 3t — 1
(0<t<).

Vi undersoker forst om kraftfiltet dr konservativt. Jakobianen

2
oF * 2ycosx 3z
N — 2y cosx * 0
8(%% Z) 322 0 %

ar symmetrisk vilket ger att F' ar konservativ. En potential ® till F uppfyller

® 0P 0P
Vo = (g—x’ g_y’ 68_2) =F = (y*cosz + 2%, 2ysinx — 4, 3x2% + 2)
[ .
& %r =y?cosw + 23, (1)
P
_gy = 2ysinx — 4, (2)
0P
% :31'Z2+2, (3)



som efter integrering ger

® = y*sinx + x2° + C1(z,v),
® = y?sinx — 4y + Co(x, 2),
O = 12° 4 22 + Cy(x, y).

Alltsa maste potentialen vara
P =y’sine +z2° — 4y + 22+ C.

Kurvans éndpunkter ar

arcsin 0 0
r)=(1-2-01=11 |,
3-0—-1 -1
arcsin 1 /2
r(h)=(1-2-1| =1 -1
3-1-1 2

Arbetet som utfors ar

W:/F~dr:<I>(7r/2,71,2)7<13(0,1,71)
=(-1)sin 2+ 22° —4(-1)+2-2
—(1?-sin040-(-1)> —4-1+2-(-1))
=1+4r+4+4+4+2=47+15.

15.4.16 Beridkna de slutna linjeintegralerna

a)
b)

$ozdy
fcyda:

runt ellipsen 2?/a® + y?/b* = 1 moturs.

Fran integranden kan vi avldsa vektorfiltet F',

xdy = (0,2) - (dx,dy) = F - dr = F(z,y) = (0,2).

Eftersom Jakobianen

e~ (0 o)

inte dr symmetrisk dr F inte konservativ.
Ellipsen har standardparametriseringen

T =a cost

y =bsint 0=<t<2m)

som genomloper ellipsen moturs nér ¢ gar fran 0 till 27. Med denna para-

metrisering har vi att

F(r(t)) = (0,acost)
dr

dr(t) = yn dt = (—a sint,b cost) dt

och linjeintegralen blir

2m
%F-dr:/ (0,acost) - (—asint,bcost)dt
c 0

2m ab 2m
= / ab cos’*tdt = e} / (14 cos2t)dt
0

0
b 2
= % [t—i— %sith}O = mab.



I detta fall &r vektorfiltet
F=(y,0)
som inte heller &r konservativt eftersom Jakobianen
o (0
d(x,y) 00
inte dr symmetrisk. Om vi ddremot betraktar vektorfiltet
G(z,y) -dr =xdy +ydx
sa dr G konservativ eftersom
(0
Oz,y) \1 0

ar symmetrisk. Alltsa har vi att

%xdy—l—yda::() & j{ydx:—?{mdyz—ﬂab.
c c c

15.4.22 Berikna

1 —ydzr+ xdy
2r Jo o 22+ y?

moturs runt cirkeln z2 + y2 = a2,

medurs runt kvadraten med hérnpunkter (-1, —1), (=1,1), (1,1) och (1, —1), och

moturs runt randen till omradet 1 < z2 + y2 <2ochy>0.

Vektorféltet F' i integranden far vi till

—ydx—i—wdyi( —y x

x2+y2 - m2+y27x2+y2
—y T

o Few = ().

(fE y) l'2 +y2 1'2 +y2

Jakobianen till F' &r symmetrisk
or 1 * —22 492
Oay) (24922 \—e?+y* o« )7

vilket betyder att F' dr konservativ dér den ar definierad, vilket i detta fall
ar hela planet minus origo.

)~(dx,dy):F~dr

Eftersom cirkeln 16per runt origo kan vi inte dra slutsatsen att den slutna
linjeintegralen &r noll.

Y

.
N

Vi parametriserar cirkeln

xr = cost
<t<
y =sint (O=t=<2m
och far da att
—sint cost
F(r(t :( , ): —sint, cost),
( ( )) cos?t + sin?t’ cos?t + sin’t ( )
d
dr(t) = d—: dt = (—sint, cost) dt.

Linjeintegralen blir

1 1 27
— ¢ F-dr= —/ (—sint,cost) - (—sint,cost) dt
2 C 21 0
1 27 1 27
=— (sin®t 4 cos’t) dt = — dt =1.
2 0 2 0



b)

Vi ritar upp kvadraten.

\
7

Y

A

Om vi ocksa ritar upp cirkeln fran a-uppgiften

a
/

~

sa ser vi att i omradet mellan kurvorna dr vektorfiltet konservativt, vilket
betyder att linjeintegralerna runt kvadraten och cirkeln har samma vérde

om det nu inte vore for att de har olika omloppsriktningar vilket ger dem
olika tecken. Alltsa ar

yﬁF-dr:—]{F-dr:—l.

Olikheten 1 < 22 + y? < 2 definierar omradet mellan de tva koncentriska
cirklarna z2 +y? = 1 och z2 +y? = 2. Olikheten y > 0 betyder att omradet
ar halvcirkelringen i 6vre halvplanet.

Y Y

4 ~

Y. £

Eftersom origo inte tillhér omradet innanfor den slutna kurvan dr F' kon-
servativ déar, och linjeintegralen ar

/F~dr:0.



Lektion 15, Flervariabelanalys den 17 februari 2000

15.5.4 Bestam arean av den del av sfiren =2 + y® + 2?2 = 4a”? som ligger innanfor
cylindern z? + 3% = 2ay.

Vi skriver om cylinderns ekvation i standardform

2?24+ 9y% —2ay =0 & 22+ (y — a)* = d®.

Cylindern &r alltsa cirkuldr med mittpunkt i (z,y) = (0,a) och radie a. Sfiren
22 4+ y? + 22 = 4a? har mittpunkt i origo och radie 2a. Den del av sfiren som &r
innanfor cylindern bestar av tva ytstycken.

z z

A~

— 1 T,

T T Y

Den 6vre ytan dr funktionsytan

z:f(m‘,y)z

over omradet D : 2% + (y — a)? < a?. P.g.a. symmetrin ér arean av det undre
ytstycket lika med det Gvre ytstyckets area.
Eftersom sfiaren ar O-nivaytan till funktionen

4a2 — 22 — 12

fla,y,2) =2 +y* + 2% — 4a?

ges areaelementet av

_ |2z, 2y,22))| _Vartyr+ 2P
ds = 5‘f/5‘ dzx dy 5, drdy = . dx dy
2a
={z=+4a% — 22 —y? }——2 dedy.

—r Yy

Omradet D #r en cirkeldisk och areaelementet innehaller bara z och y i kombi-
nationen z? + 42 s& vi infér poldra koordinater,

T =rcosb,

y =rsinf.

Disken D beskrivs da som

\
7

0<o6<m,
0 <r <2asiné.

a? = a® +r? — 2arcos(§ —

0)
Areaelementet blir
2a 2ar

dsS = rdrdf = ———drdf.
\/4a2 — 120820 — r2 sin?0 Vda? — 1?2

Arean av de tva ytstyckena &r

™ 2asin 0
2ar
’ dS:2/ d&/ ———dr = {t =4a” — 1% dt = ~2rdr
// iz =1 }
" 4a? ﬂ'
g N =8 — alcos ) df
a/ /4a2cos29 NG o [\/5]4,1200329 a/o (a al cos |)

o [T 2 ]2 2 2
= 16a / (1 —cosf)df = 16a [9—81119}0 = 8a“m — 16a”.
0



15.5.14 Bestim For att beskriva omradet innanfor ellipsen pa ett enkelt sitt gor vi koordinatbytet

// ydsS T =1 cosb,
s

y=1++2rsinb,

dér S ar den del av konen z = 1/2(x2 4 y?) som ligger under planet z =1+ y. . .,
( v?) 88 P v (omskalade polira koordinater centrerade kring (0, 1)). Omradet ges da av

0<#<2r, 0<r<l,

3 i < .V.S.
En punkt (z,y, z) pa konen ligger under planet om z < 1+ y, d.v.s. om och areaclementet sr

z=22+y2) <1+ o 2(z% + %) < (14 9)? 8z 9z 9 —rsinf
( y?) Y ( y7) < ( Y) dS:\/gdmdy: g; gz drd9:\/§ COS. T sin v db
s 2?4ty <l e 2uli(y—1)?2<2 L5 V2sin6  2rcosd
o " +<y—1) <1 =\/§(\/§7‘cos 0+ V2 rsin%0 )drd@—\/érdrdﬁ.
7 <1.

Ytintegralen blir

Punkterna pa S &r alltsa de punkter med z- och y-koordinat innanfor ellipsen E : o 1
x+(f) <1. //de:/ de/(1+\/§rsin9)\/6‘rdr

—\/_/ do %7‘2——7" cos@ \/_/ (3 + cos@)d@—\/—w
Yy

( o 15.5.15 Bestdm

E // rzdS
s

déar S dr den del av ytan z = z? som ligger i férsta oktanten och innanfér paraboloi-

\
7

Areaeclementet i ytintegralen #r den z =1 — 3z% — 32,
0z 0z\2 i ) .
as =4/1+ ( ('h) + <8_> dz dy "Innanfér paraboloiden” betyder i detta fall “under paraboloiden”. Ytan z = 22
y ska alltsa begrinsas till omradet som uppfyller olikheterna

4x 2 4y 2 2 2

= 1+< )+< ) dx dy z2<1-=3z" -y,
\/ 2:/2(22 + y2) 2y/2(2? + y?) 23>0,
4x2% + 492 y >0,

=4/14+ dxdy = V'3 dx dy.

2(z2 + y?) z > 0.



Eftersom vi pa ytan har att z = 22 ger dessa olikheter att

$2§1—3x2—y2,

x>0, (i)2+y2§1,
y >0, & 1/2
Z'ng, IayZO

Projicerar vi alltsa ner S pa z,y-planet far vi en kvartsellips £ med mittpunkt i
origo och halvaxlar % och 1.

\
7

2

Ytan S bestar darmed av de punkter pa funktionsytan z = x* med z- och y-

koordinater innanfér omradet E.
Omradet E kan vi i kartesiska koordinater beskriva som

0<y<+1-—4a2

1
OS£S§7

Areaelementet dr
ds = \/1 + (g—;f + (2—5)2 dz dy

=4/14 (22)2 4+ 0% dody = /1 + 422 dz dy.

Ytintegralen blir

1/2 V1—4z?
// a:zdxdy://x-xQdSZ/ a:3dm V1+4x2? dy
S S 0
1/2 1/2
:/ 231+ 422 /1 — 422 do = 23v/1 — 1624 dz
0
{t=1-16z" dt:764x3dx}:6i4/ Vit dt
0
= [ t\/] =53~ o

15.6.2 Bestam flodet av vektorfiltet
F(z,y,z) =ze,+yey+ze.

ut ur sfaren 2 + y? + 2% = a*.

Sfaren &r O-nivaytan till funktionen

flay,2) =2 +y° + 2% — a?,

och har det vektoriella ytelementet

2 n (2x,2y,22)

dS:i@f/@z_ 2z

1
dedy = +—(z,y,2) dz dy.
z

I den 6vre halvan av sfaren véljer vi +:tecknet eftersom vi soker flodet ut ur
sfiren och +1(z,y, ) pekar da ut ur sfiren.

z

/

Z_/<

Y
I den undre halvan maste vi vélja —:tecknet.
Flodesintegralen blir
#F dSs = // (z,y,2 (x y,z)dz dy
ovre
-1
@,y,2) - —(x,y,2) dvdy
undre

:// Mdd_// Ay
ovre undre z
// —dxdy // —dxdy.
ovre undre ?

Den 6vre och undre halvan av S ges av

=+a2— 22 —y2, dir 2% +y? < d?,



respektive

= —v/a? —x2 —y2, dir 22 + 9% < d’.

Flodesintegralen blir alltsa

a’dxd
# F-dSs = 2// L - { poldra koordinater }
2+y2<a2 a2 — 2 — y2
2
=2 dH/ 7rdr= t=a®—7r? dt=—2rdr
/0 o Va*—r? { J

27 a? di
=a? / do / —
0 0 \/E

=a? 27 2a = 47a’.

15.6.4 Bestam flodet av vektorfaltet
F(l‘,y72’) = yeI +Z€z
ut ut randytan till konen 0 < z <1 — /x2 + y2.

Randytan till konen bestar dels av mantelytan z = 1 — /22 + 92 > 0, dels av
undersidan z = 0.

Det vektoriella ytelementet pa de tva ytorna ges av

0z 0z —x —y
ds = i(a "oy’ 1)dxdy:i(\/$2+y2,\/x2+y2

0z 0z
- 1
9r’ Oy’ ) dx dy = +(0,0, —1) dx dy,

, —1) dx dy,

s = i(

dér vi i forsta formeln véljer —:tecknet och i andra formeln véljer +:tecknet, sa
att dS pekar ut fran konen.
Flodet blir

1 1
FdS:// yvoaz' ) )
# mantel( ) (\/x2+y2 \/.132+y2
+// (y,O,z)(0,0,—l)dwdy
under
ry
= — 4z dzder// —zdx dy
//mantel(\/$2+y2 ) under
ry
= ——— +1—22+y?)dxd Jr// Odxd
//a:2+y2<1< /22 | 2 y) Y Y

under
= { poliira koordinater }

27
/ d9/ r 2 cosfsiné 177")rd7"

1
:/ d@[ r c05051n9+ 2—%7"3]
0 0

1) dz dy

27
:/0 (% cos fsin 6 + %) df = %w.



15.6.6 Bestiam flodet av
F=ze,+ze,+e.

upp genom den del av ytan z = z? — y? innanfor cylindern z2 4+ % = a2

Punkter innanfér cylindern har z- och y-koordinater som uppfyller z2 + 3% < a2.
Eftersom z = x2 — 42 &r en funktionsyta &r

0z 0z

s = i(a 5y

1) dxdy = :I:(Zx, —2y, —1) dx dy

som pekar uppat om vi véljer —:tecknet (z-koordinat positiv). Flodet genom ytan

) ] F7as= [] @an

= // (—22° + 22y + 1) de dy = { polira koordinater }
224y2<a?

—2x,2y,1) dx dy

27 a

= / d9/ (=272 cos?0 + 2r% cos Osin 6 + 1) r dr
27

:/ dQ{ 57 00529+1r cos@sm&—f— ]
0 0
27

= /0 (—%a4 cos?6 + %a‘l cos 6sin 6 + %az) df

:/QW(—%a4—4a c0829+ )d9
0

{integral av cos och sin 6ver en hel period =0}

= —%a‘l -2 + %az S2m = 7ra2(1 — éaz)

15.6.8 Bestiam flodet av

2
F=ze.

2

upp genom den del av sfiren z2 4+ 3% + 22 = a® som ligger i forsta oktanten.

I forsta oktanten x,y,z > 0 &r sfiren en funktionsyta z = /a2 — 22 — y2 &ver
kvartsdisken D : 2% +y% < a?, z,y > 0.

z
T Y
Det vektoriella ytelementet ar
0z 0z —x —y
as = +(52, 55, 1) dudy = +( , ~1) dzd
dx’ By vy Va2 =22 — 2 a2 — a2 — 2 ray

och véljer vi —:tecknet pekar dS uppat. Flodet blir

//F s = // 0,0,2%) < 7 Y
\/anxQ y2 \/ana:Q
:// szxdy:// (a® — 2% —y*) dx dy
S z24y2<a?

= { polédra koordinater } = / dH/ (a®> =7 rdr
0 0

/2 a /2 4
:/ a0 [ 0% — 1] :/ (La* — ta%)do = ™.
0 0 8

2,1) dx dy



15.6.10 Bestam flodet av
F=2re; +ye,+ze;
upp genom ytan

r=7r(u,v)=v’ve, + w’e, +v’e, (0 <u,v<1).

Eftersom ytan dr parametriserad ges ytelementet av

_,dr _dr _ 9 9 9
dS—idu X 7 dudv = +(2uv, v, 0) x (u*, 2uv, 3v°) du dv

e: e, e,

=4 |2uv V2 0 | dudv = (3v*, —6uv®, 3uv?) du dv,

uw?  2uv  30?

dér vi viljer +:tecknet sa att d.S pekar uppat. Flodet ar

//SF~dS://S(2x,y,z)~dS

= // (2u?v, uv?, v3) - (3v*, —6uv®, 3uv?) du dv
s

// (6u?v® — 6u?v® + 3u?0°) du dv
s

1 1
:3/ u2du/ vdv=3-%-i=1
0 0

15.6.12 Bestam flodet av
F=yze, —xze, + (°+y°)e.
upp genom ytan
r =r(u,v) =e“cosve, +e“sinvey, +ue.

dir0<u<loch0<wv<m.

Ytelementet ges av

dr dr Ca € €z
dS =+ — X — dudv==| e*cosv e"sinv 1 |dudv
du dv

—e%sinv e“cosv 0
= +(—e" cosv, —e"sinv, e**) du dv.

Med +:tecken pekar dS uppat. Flodet ar

//F~dS://(yz,—xz,x2+y2)~d5

= //(ue“ sinv, —ue" cos v, e**) - (—e* cos v, —e" sin v, €2*) du dv

1 iy
://(O+e4“)dudv:/0 e4udu/0 dv=1(e* — D)m.



Lektion 16, Flervariabelanalys den 22 februari 2000
16.1.2 Berékna div F' och rot F' av

F=ye,+ze,.

Divergensen och rotationen ges av

. o 0 0

dlvF—V-F—<%,8—y7£)'(yal‘,0)
dy Ox 00
_8_m+8—y+5_0+0+0_0’

o o 9 D

_ _ (Y ~Z Y _ |90 9 0

rotF—VXF—(axyayaa;)X(yvxvo) o
y X

16.1.6 Berikna div F' och rot F' av

(00 9z 00 Oy dr Oy\ _
_<8y 0z’ 6x+§’%_8_y>_(07070)'

2 2 2
F=zxy"e,—yz"e, +z2x"e..

Anm. Nér div F' = 0 sdgs vektorfiltet vara kallfritt, och nér rot F' = 0 ségs vektorfiltet
vara virvelfritt.

Vi har

o 0 9 0 ) 5 o
dlvF—V-F—(ﬁ—x,a—y7$)'($Z/7—yzaZﬂC)

— @)+ (v ) =y - et =y

)

16.1.4 Beridkna div F och rot F' av

_ _ (9 9 9 2 2 .2
rot F=V x F = (&T’ay’az) x (zy®, —yz*, zz*)
F=yze,+x2ey, +xye.. e, €y €,
0 0 9
| oz dy 0z
ry? —yz? 22
Vi har (0, 0 9 9, o 0, 4 0 9 4, o
| 0 o = (5,57 = 5, (97— () + (@), 5 (02%) = 5 ()
divF =V -F = (—, ,—) (yz,xz,2Y)
ox’ Oy’ 0z = (04 2yz, —2zz + 0,0 — 2zy) = (2yz, —2xz, —2zY).
0
—a—x(yz)+a—y($2)+—z(fvy)—0—|—O+O—O,



16.1.8 Beridkna div F' och rot F' av
F = f(z)es — f(2) ey.

Vi har
g 9 0
A F =V F= (g2 ) (1), ~f(:).0
0 0 0
= 52/ () + 5, (1) + 50
=04+0+0=0,
g 0 0
WLF =V x F = (g0 50 50) % (/). /() 0)
€, €y €.
| o 2 B
ox oy 0z
fz) —fz) 0
20 0 a0 9 0 0
= (5~ 9. (1)~ + 550 5 (1) = 52 7(2)

= (0+f,(z)7_0+fl(z)a0_0) = (f,(Z),f/(Z),O)

16.3.2 Beridkna
]{ (2* — zy) do + (zy —y°) dy
c

medurs runt triangeln med horn i (0,0), (1,1) och (2,0).

Linjeintegralen kan vi skriva om som

jg(mQ-zy,zy—-yZ)'(dx,dy)::jK F-dr.
C C

Forst undersoker vi om F' &r konservativ genom att kontrollera om F':s Jakobian

ar symmetrisk,
oF % %—I;l B <>|< —x)
Ox,y,z)  \Gz %= y x)’
vilket den inte &r.

Istéllet for att rdkna ut linjeintegralen explicit ldngs de tre kantlinjerna
anvander vi Greens formel och skriver om linjeintegralen till en dubbelintegral

B OF, OF
ﬁFdh_[L%x %)mw

dér minustecknet uppstar eftersom kurvan C' genomloper triangeln T':s kantlinjer
i negativ riktning (medurs).
I vart fall blir dubbelintegralen

- //T(y + x) dz dy.

Y

Om vi ritar upp triangeln T'

(1,1)

> T

(0,0)] (2,0)

sa ser vi att den ar enklast att forst integrera i z-led. For ett givet y-virde ska x
ga fran kurvan z = y till kurvan x = 2 — y,

och y ska sedan ga fran 0 till 1. Omradet beskrivs alltsa av

0<y<1l, y<z<2-—y.



Vi har alltsa att

1 2—y
%Fdr:—//(ery)dxdy:— dy/ (x+y)dz
C T 0 Y

/Oldy[%x2+xy}2_y/01(%(2y)2+(2y) *%y2fy2)dy
}

Y

1
:—/0 (2—2y2)dy:—[2y—§y3

o

16.3.4 Berdkna
f{ 22y dr — zy? dy
c

déar C ar randen till omradet 0 < y < /9 — 22 genomlopt medurs.

Olikheten y < v/9 — 22 kan vi efter kvadrering skriva som
y<9-2% y>0 & 2?4y <9, y>0.

Omradet bestar alltsa av den 6vre halvan av cirkeldisken med mittpunkt i origo
och radie 3.

Linjeintegralen kan skrivas

?g(xzy, —zy?) - (dx,dy) = ]{CF - dr.

Vi undersoker forst om vektorfiltet F' dr konservativt. Jakobianen till F,

OF [ x a?
a(xv y) B 7y2 * ’
ar inte symmetrisk sa F ar inte konservativ.

Vi ska 16sa uppgiften med tva metoder.

METOD 1 (explicit utrikning)

Omradets rand bestar av tva randkurvor, dels halvcirkeln z? + 32 = 9 i 6vre
halvplanet fran (—3,0) till (3,0), dels den réta linjen fran (3,0) till (—3,0).

) Y
b

. . > T < ‘ < > T

-3 3 -3
Dessa tva randkurvor kan vi parametrisera som

ly: 7r1(t) = (Bcost,3sint) (0 <
821 Tg(t) = (t,O) (*3

dér pilen under parametern anger i vilken riktning parametern l6per.

Pa de tva randkurvorna ar

F(ri(t)) = (2%y, —2y?) = (3% cos’t - 3sint, —3 cost - 3? sin’t)
(27 cos’t sint, —27 cost sin2t),
71(t) dt = (—3sint, 3 cost) dt,

d’l"l (t)

F(rg(t)) = (2%y, —xy?) = ((—t)2 -0, —(-t) - 02) = (0,0).

Linjeintegralen 6ver den slutna kurvan C' &r summan av linjeintegralen over ¢,



och /5. 16.3.7 Skissera den plana kurvan

C: r=sinte, +sin2te, (0 <t <2m),

och berédkna

0
F~dr:/ F(r(t)) - dri(t)

¢
1 " F.d
= —/ (27 cos®t sint, —27 cost sin’t) - (—3sint, 3cost) dt e
0
4 diir F = ye* e, +a°¢" e,
= —/ (—81 cos’t sin?t — 81 cos’t sith) dt ' ve Ty
0
™ ™
— 162 / cos?t sin’t dt = % / sin22t dt Om vi ritar upp hur z- och y-koordinaten varierar med parametern ¢ far vi figu-
0 0 rerna.
™1 — I
=8 ﬂdt:%{pismu} 8l x Y
0 2 0

1 1
: /\
Fd’l':/ F(rg(t))'rg(t)dt:() ———t ———F—F— + + + —— ¢
Alltsa ar -1 -1

. . . _ l . . L o .
]{ Fodr — Fodrt | F-dr— %w 10— %w. Kurvan startar i origo. Nér ¢t = ;7 har x véxt till 7 medan y natt maxvérdet 1.
C 12 Lo

INEY

)

A~

METOD 2 (Greens formel)

Med Greens formel kan vi skriva om den slutna linjeintegralen som en dubbelin-
tegral over det inneslutna omradet

dr = — or, _oh Y )
%CF dr = //D(ax 8y)dncdy— //D( Y x)dwdy,

dér den negativa omloppsriktningen hos C' ger minustecknet framfér dubbelinte- y
gralen.

Nar t = %7‘( nar x sitt maxvirde 1 medan y sjunkit till 0.

A~

Eftersom omradet D #r en halvdisk och integranden #r x2 + y? byter vi till
poléra koordinater.

> T
s 3 3
—// (—y2—w2)dwdy=/ de/ o dr :77{%7“4} — 8o
D 0 0 0




Vid t = %w antar y sitt minsta virde —1 och x = % Med hjélp av Greens formel far vi att den slutna linjeintegralen &r

F: F F: F'
Y j{F dr = — // Q—Qdd—&—// Q—b)dxdy,
afr D>

dér Dy och Dy &r de tva 6glor som C innesluter. Vi far ett minustecken framfor
den forsta dubbelintegralen eftersom C' genomléper randen i negativ riktning.

> T
J y

Do Dy
Pa detta sétt far vi stegvis fram kurvans utseende. > T

\
7

Y Y Y

A~

\
7
\
7

Linjeintegralen &dr alltsa lika med

- // (302 — ") dady + // (3a%¢¥ — ") da dy.
D1 D2

t—x t— 51 4= 30 Eftersom omradena D; och Dy dr varandras spegelbilder i y-axeln och integran-
: 2 den &r en jamn funktion i z-led, sa &r integralerna lika och kancellerar varandra.
Linjeintegralen har didrmed virdet 0.

7
N
7

Forst undersoker vi om vektorfaltet dr konservativt. Eftersom Jakobianen

oF * ez’
d(z,y)  \3z%¢ =«

inte dr symmetrisk ar vektorfiltet inte konservativt.




16.3.8 Om C ar den positivt orienterade randkurvan till ett plant omrade R som har
area A och tyngdpunkt (Z,7), tolka linjeintegralen

]{F-dr
c

geometriskt nar

a) F=2%e,,

b) F =zye,, och

c) F =1y%e, +3zye,.

Arean och tyngdpunkten till omradet R ges av uttrycken

A:// dz dy,
R

@)= [[ @udzay

Vi ska anviinda Greens formel och skriva om linjeintegralen i uppgiftstexten till
en dubbelintegral som vi ska forsoka uttrycka i termer av arean A och tyngd-
punkten (7, 7).

fc(o,IQ)-(dx,dy)_//R(%”fZ;))dzdy_Q//Rxdxdy_zAgz.
fc(a:y,O)-(dx,dy)://R(%—8§Uy))dxdy=—//Rxdxdy=—Ax.

fc(y?,sxy) - (da, dy) = //R<a(giy) - 8835) de dy = //R(By —2y)dz dy

:// ydr dy = Ay.
R




Lektion 17, Flervariabelanalys den 23 februari 2000
16.4.2 Anviand Gauss sats for att berdkna flodet av
F =yefe, + x2e? ey, +xye,
ut ur sfiren S med ekvationen
4P+ —a?

déar a > 0.

Flodet ut ur sfiren S ges av

# F.ds,
S
som enligt Gauss sats dr lika med

#SF-dS:///VV~FdV

8 g 0
Y& &) e

/// 893 )+ ag(xQez) + %(my)) dv

:///V(O+O+O)dV:O.

16.4.4 Anviand Gauss sats for att berdkna flodet av
F=ze,+3yz"e, + 3y°z+2%)e.
ut ur sfiaren S med ekvationen
P+ =a?

dar a > 0.

Flodet ut ur sfiren S ges av

#F-ds.
s

Gauss sats ger att flodet ar lika med

‘#SVF-dSZ///VV-FdV

— /// %,(%, %) (2%, 3y2?, 3y*z + 2®) AV
/// ax (3yz )+ %(3y2z+w2)> dv
:///V(3x2+3z2+3y2)dv:3///V(m2+y2+z2)dV,

diir V ar klotet 22 4+ 2 + 22 < a? som innesluts av ytan S. Eftersom omradet V/
ar helt rotationssymmetriskt och integranden ar z2 + y2? + 22 infor vi sfiriska
koordinater. Omradet beskrivs da som

0<6<2m, 0<p<m 0<r<a.
Integranden blir
2+ y2 +22=r ,
och volymelementet blir
dV = r%sinpdf dy dr.

Flodet ges alltsa av

2 ™ a T a
:3/ d@/ sinwdap/ r4dr:3~27r-{—cosgo} ~[%r5}
0 0 0 0 0

=3-271-2-L¢% = 2r4d.

5

ot



16.4.8 Berikna flodet av

F:xQez—l—ery—i—zQez

ut ur randen till cylindern z? +y? < 2y, 0 < z < 4.

Med kvadratkomplettering kan vi skriva cylinderns ekvation i standardform
2?42 <2y & 2?4+ (y—1)72<1.

Cylindern har alltsa mittpunkt i (x,y) = (0, 1) och radie 1. I z-led ligger cylindern
mellan z =0 och z = 4.

Cylinderns rand bestar av tre ytstycken, dels cylinderns mantelyta, och dels de
tva cirkuldra &ndytorna.

For att berdkna flodet maste vi dérfor dela upp flodesintegralen i tre integraler
over respektive ytstycke. Om vi ddremot anvéinder Gauss sats blir flodesintegralen
en trippelintegral 6ver hela cylindern. Gauss sats ger

#gF-dS:///VV-FdV:///V(é%,%,%>-(xz,yQ,ZQ)dV
:///V(2x72y72z)dV:2//Ddxdy/04(x+y+z)dz
:2/7;Um+@ﬁz+%f}?Mdy:2/7;0Mx+y)+8)dx@h

dir D dr projektionen av cylindern av cylindern pé z,y-planet, d.v.s. D : 22 +
(y—1?2<1

\
7

Integralen 6ver D kan vi dela upp i tre termer

8// xd:z:derS// (y—l)dxdy+24// dz dy.
D D D

Eftersom omradet D dr spegelsymmetrisk i y-axeln och = &r en udda funktion
dr den forsta integralen lika med 0. I den andra integralen &r y — 1 en udda
funktion kring linjen y = 1 och D spegelsymmetrisk i samma linje. Den andra
integralen &r ocksa den noll. Den tredje integralen dr 24 ganger omradets area,
dv.s. 24712 = 24~

Flodet ut ur cylindern &r alltsa 24m.



16.4.12 Bestam flodet av /// Z L1 22 AV — /// aV
4.

F=(y+z2)e.+ (y+yz)e, — 2z +2)e.

=Volymav V = g - 3m
upp genom den del av sfiaren x? + 32 + 22 = o2 i forsta oktanten. Alltsd &r
// F.dS = %mi”—/ F-dS—/ F-dS—/ F.dS.
S S1 Sa S3
Lat S beteckna den del av sfaren som ligger i forsta oktanten. Lat vidare Sy, So Pa de tre koordinatplanytorna ges ytelementet och vektorfiltet av
och S3 beteckna de tre sidoytor i koordinatplanen i forsta oktanten som begriansas
av sféren. S, dS = (0,0,—1) dz dy

F(‘T?yvo) = (Z%Z/v _21.)

z 2
T
S
K Sy : dS = (0,-1,0)dzdz  «
F(z,0,2) = (22,0, —22 — 2?)
s,
T y Y
z z
SQ S3
\ /
T y Y

Ss dS =(-1,0,0)dydz 2
F(0,y,2) = (y,y + yz, —2%)

Vi far

//SF -dS = %7‘(&3 — //S (y,y,—2z) - (0,0,—1)dz dy

- // (22,0, —2x — 2%) - (0, —1,0) dz dz
Sa
Tillsammans innesluter S, Si, So och S3 en attondel av ett klot med radie a. B
Flodet ut ur denna attondel dr enligt Gauss sats S (vy +yz—2") - (-1,0,0)dydz

//F.ds+/ F~dS+/ F.ds+/ F.dS *gﬂasf//SQIdxdy //S()dl’dzf//sfydydz
s S1 Sa S3 L 2 3

/ / / V. Fdv = { poléra koordinater i respektive plan }
v

/2 a /2 a
13 2 2
8 9 o = zTa 72/ cosﬂdf)/ r dr+/ cos@d@/ rdr
:/// =) (y+ ey +yz —20— 2% dv ’ 0 0 0 0

9z’ Dy’ 0z X ,

P 5 :—7ra3—2-1-%a3+1~ a”.
9 9 o2
/// Y+ xz) +ay(y+yz)+az( 2 — 2z ))dV

1 1 _1
6 30" = §ma — 3



16.5.2 Berikna
]{ ydr — v dy + 2> dz
c

runt skéirningskurvan C mellan cylindern z = 3? och cylindern z? + y?> = 4, som
genomlops moturs sett fran en punkt hégt beldgen pa z-axeln.

Linjeintegralen kan vi skriva som

% ydr —xdy+ 2°dz = ]{ (y, —x,2%) - (dz,dy,dz) = % F - dr.
c c c
Vi ska 16sa uppgiften med tva metoder.
METOD 1 (explicit utrdkning)
Skarningskurvan C' uppfyller bada ytornas ekvationer
22 +y? =4, (1)
z =2 (2)

Ekvation (1) ger att kurvans z- och y-koordinater ligger pa en cirkel med mitt-
punkt i origo och radie 2. Vi kan darfér beskriva kurvans z- och y-koordinater
med standardparametriseringen

x = 2cost,

Yy = 2sint.
Ekvation (2) ger att
z =y? = 4sin’t.

Eftersom dessa uttryck for x, y och z dr 27-periodiska i ¢ har kurvan parameter-
formen

r(t) = (2cost,2sint, 4 sin’t) (0 <t <2m).

Om vi later ¢ ga fran 0 till 27 sa genomlops kurvan i positiv riktning. Vi far

F(r(t)) = (y(t), —a:(t),z(t)Z) = (2 sint, —2cost, 16 sin4t),

d
dr(t) = d_: dt = (—2sint,2cost,8sint cost) dt.

Linjeintegralen blir

2m
f F.dr = / F(r(t)) - dr(t)
c 0
2m
= / 2sint - (—2sint) dt — 2cost - 2cost dt + 16 sin*t - 8sint cost dt
0
2m 2m
= —4/ (sinzt + COS2t) dt + 128/ sin®t cost dt
0 0
6 2m
= —4-2m+128 [ Lsint] " = 87+ 0= —8r.
0

METOD 2 (Stokes sats)

Enligt Stokes sats har vi att

%CF-dS://S(VxF)-dS,

for alla ytor .S som har C' som randkurva och med C positivt orienterad relativt S.
I vart fall kan vi viilja ytan S som den del av z = y? innanfér cylindern 22 +y? = 4.



Da ar
e, e, e,
_|la o o
VxF = oz dy Oz
y —r 22

_(02_0a) 02 oy o) oy
 \ 0y 0z ' Oz 9z Ox Ay

=(0-0,-0+0,—-1-1)=(0,0,-2),

Jz 0z
Ox’ Oy’
For att inducera en positiv orientering av randen ska vi vélja minustecknet i d.S

sa att dS pekar uppat.
Vi far att

]{CF.dr://S(vxF)-dS://D(o,o,—z)-(o,—2y,1)dxdy

= 72// dxdy = —2 - area(D) = —2 - 2% = —8,
D

dS:i( —1) dz dy = +(0, 2y, —1) dz dy.

dar D dr ytan S:s projektion pa z,y-planet, d.v.s. D : x? + 2 < 4.

16.5.4 Berikna

// rot F' - dS,
s

dir S dr ytan 2® + % +2(2 — 1)> = 6, 2 > 0, dS #r riktad ut fran S, och

3 3 2 2 2
F=(zz—9’cosz)e, +a’e’ e, +ayze” TV 1 e,.

Vi skriver S i standardform

(G + () () - w0

Ytan S #r alltsa den del av ellipsoiden med mittpunkt i (0,0, 1) och halvaxlar /6,
V6 och v/3 som har positiv z-koordinat.

T

e ey

C

Enligt Stokes sats kan flodesintegralen i uppgiftstexten skrivas

// rotF-dS:%F-dr,
s c

dér C ar randkurvan till S i planet z = 0, d.v.s.
2+ +20-1)*=6 & 2?4 9% = 4.

Eftersom dS &r utatriktad induceras en positiv riktning hos C' i x, y-planet. Kur-
van C, som ar en cirkel med mittpunkt i origo och radie 2, kan darfor skrivas i
parameterformen

r(t) = (2cost,2sint, 0) (0< t <2m).

4
—
Langs kurvan ges vektorféltet och kurvelementet av

F(r)=(0- y(t)3, z(t)? - 1,0) = (-8 sin®t, 8 cost, 0),
dr(t) = 7(t)dt = (—2sint,2cost,0) dt.

Vi far

// rotF~dS=-7{F~dr
S c

27
= / (—8sin’t, 8 cos®t, 0) - (—2sint, 2cost,0) dt
0



27 2m
16/ (sin®t + cos’t) dt = 16/ (3(1 = cos2t)® + L(1 + cos 2t)?) dt
0 0

2 2m
4/ (2 4 2 cos2t) dt—8/ (1+ 1(1+cos4t)) dt
0 0

27r
8/ 3 + 1 cos4t) dt = {integral av cos 6ver en hel period = 0 }
0

=12.27 4+ 0 = 24~7.

16.5.6 Beridkna

%F-dr
c

r(t) = coste, +sinte, +sin2te,

runt kurvan
(0<t<2m),

dir F = (" —y®)es + (¥ +2°) ey + €% e,.

Ledtrad: Visa att C ligger pa ytan z = 2xy.

Lat oss forst visa att kurvan C verkligen &r sluten och att parametriseringen
genomloper kurvan exakt ett varv.

e Eftersom r(0) = (0,0,1) = r(27) & kurvan sluten.
e Om vi betraktar C nerprojicerad pa x,y-planet,

r34(t) = coste, +sinte,

s far vi enhetscirkeln genomlopt ett varv i positiv riktning. Varje (z,y)-
virde pa C antas alltsa exakt en gang av parametriseringen, vilket visar att
kurvan genomlops exakt ett varv.

Vi ska 16sa uppgiften med tva metoder.

METOD 1 (byte av vektorfilt)

Forst gor vi det obligatoriska testet om vektorfiiltet dr konservativt.
Vi har att

2
OF *2 —=3y* 0
= |3z * 0
I(z,y, 2) 0 0 %

inte dr symmetrisk, sa vektorfiltet dr inte konservativt. Daremot ser vi att vek-
torfaltet néstan &r konservativt; det &r bara index (1,2) och (2,1) som inte dr
lika. Om vi dérfor kompletterar F' med vektorfiltet G = 3z%y e, — 3zy* e, d.v.s.
betraktar vektorfiltet

H=F +G,
sa far vi ett konservativt vektorfilt eftersom
* 3x? — 3y2

0
H
87 = 3%2 - 3y2 * 0
a(xa:%Z) O 0 *

Da har vi alltsa att

%F-dT—i—j{C#dr:}{H-dr:O
c c c
= j{FVdr:fwair.

c c

Fordelen med G jamfort med F &r att G endast har polynomkomponenter som
dr enklare att integrera analytiskt.

Pa kurvan C ar

G(r(t)) = (3= —3z(t)y(t)*,0) = (3 cost sint, —3 cost sin®t, 0),
dr(t) =7t )dt (— sint,cost,2cos 2t) dt.



Vi far

ﬁF-dr:—jiG-dr:—/th(r(t))-dr(t)

2
= —/ (3cos?t sint, —3 cost sint,0) - (—sint, cost, 2 cos 2t) dt
0

2
= 7/ (-3 cos’t sin?t — 3 cos?t sin’t + 0) dt
0

27 27
1 2t 1 — 2t
= 6/ cos?t sin’tdt = 6/ teosat cos dt
0 0 2 2

27 o

1 4t

=3 (1—c0522t)dt:%/ (1_ﬂ)dt
2

0 0

= {integral av cos &ver en hel period =0}
_3.19__3
=33 271' = 571'.

METOD 2 (Stokes sats)

Enligt Stokes sats &r linjeintegralen lika med

j{CFwir://S(VxF)-dS,

dér S dr en yta med C som randkurva och dS #r riktad uppat eftersom C' &r
positivt orienterad i z, y-planet.
Kurvan befinner sig pa ytan z = 2zy eftersom den uppfyller ytans ekvation

VL = z(t) = sin2t = 2cost sint = 2z(t)y(t) = HL.

Ytan S kan vi darfor vélja som det ytstycke av z = 2xy som begrénsas av C. Vi
har da att

0z 0z
ds _(i)(a_x’ I —1) dzx dy = D (2y, 2z, —1) dx dy,
e, ey e,
VxF=| 2 a% Z1=1(0,0,32% + 3y?),

och Stokes sats ger

?{CF-dr://S(VXF)-dS

= // 3(0,0,22 + y?) - (—2y, —2z,1) dz dy
D

dér D &r ytans projektion pa z, y-planet, d.v.s. enhetsdisken.

=3 // (x? + y*) dx dy = { polira koordinater }
D

27 1
:3/ d9/ rPdr=3-2m-1=3n
0 0
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