Lektion 1, Flervariabelanalys den 18 januari 2000

8.2.2 Skissera parameterkurvan

r=2-—1t

y— 14t (0<t < o0)

och visa dess riktning med en pil. Eliminera sedan parametern och hérled kurvans
ekvation i x och y vars graf innehaller kurvan.

Om vi skriver om kurvans parametrisering till

T 2 -1
= <
O =)+ () osi<
sa kdnner vi igen detta som en parametrisering av en rét linje som innehaller
punkten (2,1) och har riktningen (—1,1).
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Om vi tillit parametern ¢ 16pa fran —oo till co sa skulle vi fa hela linjen som
antyds i figuren ovan. I detta fall startar parametern ¢ fran 0, d.v.s. kurvan

startar i punkten
2 -1 2
1)+ ()= ()

och sedan antar ¢ alla positiva virden, d.v.s. kurvan fortsétter i riktningen (-1, 1).

En skiss av kurvan blir alltsa
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Kurvans ekvation far vi genom att eliminera ¢.
r=2—-t & t=2-—=x
Detta insatt i y ger
y=1+t=142-2) < z+y=3.

Anm. Notera att kurvans ekvation ér hela linjen medan kurvan bara ér en halvlinje.

8.2.4 Skissera parameterkurvan

1
xr=
2
1tt (—oo < t < 00)
VTite

och visa dess riktning med en pil. Eliminera sedan parametern och hérled kurvans
ekvation i z och y vars graf innehaller kurvan.

Vi skriver forst om parameterkurvan i vektorform

=) =rm ()




Det forsta vi kan gora dr att forscka se symmetrier. I detta fall ser vi att

r(—t) = ﬁl_t)g (—1t) - H;ﬁ (jt) ’

sa den punkt som svarar mot parametervirdet —t har samma z-koordinat som
punkten med parametervirdet ¢ men omvént tecken pa y-koordinaten.
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Kurvan ar alltsa symmetrisk kring z-axeln eftersom varje positivt parame-
tervirde t har ett motsvarande negativt parametervirde —t som ocksa tillhor
parameterméngden.

Vi behover alltsa bara skissera kurvan for 0 < t < co.

Startpunkten som svarar mot ¢t = 0 &r

-5t ()-0)
o-ta) =4 ()- (1)

sd kurvan kommer ndrma sig origo (0,0) ndr ¢ — oo. Dessutom ser vi att a-
koordinaten #ir mycket mindre én y-koordinaten (t72 < ¢t~!) s& kurvan kommer
att ndrma sig origo ldngs y-axeln.
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For stora t ar

Vi skisserar resten av kurvan genom att vilja nagra parametervirden och forbinda
dessa med en kurva,

Yy
r(0,5) = (0,8;0,4) T
’l“(l) = (0’5; ’5) .
r(1,5) = (14—3;%) .
r(2) = ($;2)
7(5) = (355 35)
Kurvskissen blir alltsa
Yy
> X

Kurvans ekvation far vi genom att eliminera t. Vi noterar att

Ea—
T
Detta ger att
1 1 x? - 24,2
T = — = X =
1+t2 1+y2/x2 x2+y2 Y

SR YR

Kurvan &r alltsa en cirkel med mittpunkt i (%, O) och radie %



8.2.7 Skissera parameterkurvan

r =3 sinnt

y =4 cosmt (-1<t<1)

och visa dess riktning med en pil. Eliminera sedan parametern och hérled kurvans
ekvation i x och y.

Kurvan &r skriven i standardformen fér en parametrisering av en ellips. Fran
parametriseringen ser vi att

x
— =sinnt och % = cos 7,

och den trigonometriska ettan ger att
N\ 2 2
(5) + (%) = sin’nt + cos?nt = 1.

Alltsa ar kurvan en del av ellipsens med mittpunkt i origo och halvaxlar 3 och 4.
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Parameteromradets storlek avgor hur stor del av ellipsen som kurvan upptar.

Da parametern ¢t gar fran —1 till +1 gar argumentet till de trigonometriska
funktionerna fran —m till 7. Om vi ritar upp hur z- och y-koordinaten beror pa
parametern ¢
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sa ser vi att z-koordinaten startar fran 0, gar till —3, ror sig sedan till +3 och
tillbaka till 0. y-koordinaten startar fran —4 och gar upp till +4 for att sedan
atervianda till —4.

Kurvan beskriver alltsa hela ellipsen medsols (negativ riktning) med start i
punkten (0, —4).

\
4

8.3.2 Finn de punkter dir parameterkurvan

r=1t" -2t
y=1"+2t
har en
a) horisontell tangent,

b)  vertikal tangent.

Lat oss forst skriva om parameterkurvan i vektorform
2 — 2t
r(t) = <t2 - 2t) '

Kurvans riktningsvektor i den punkt med parametervérdet ¢ ges av

.(t)_g t?—2t\ _ (2t—2
"WEw\2ra) T \2tv2)-



En horisontell tangent har en riktningsvektor med y-komponent 0 och en
nollskild z-komponent, d.v.s.

g=2+2=0 &  t=—1.

och da dr #(—1) = —4 # 0. Kurvan har alltsd en horisontell tangent i
punkten

En vertikal tangent har en riktningsvektor med z-komponent 0 och en noll-
skild y-komponent, d.v.s.

P=2-2=0 @& t=1,

med y(1) =4 # 0. Kurvan har alltsa en vertikal tangent i punkten
12-2-1 -1
r(1) = (12+2-1) - (3)
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8.3.10 Finn lutningen till kurvan

i punkten med parametervirdet t = —1.

Kurvan i vektorform blir

0= (835

Riktningsvektorn fér kurvan i punkten med parametervirdet t = —1 &r
(1) = <4t3 — 2t) - (4(—1)3 —-2(-1)
—1)= 2 = 2
3+2 )|, 3(-1)*+2
Lutningen ar
Y_5 _ s
& =2 2
Y
> T

)=

-2
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8.3.14 Finn en parametrisering av tangentlinjen till kurvan

r=1—-cost
y=1-—sint

i punkten som svarar mot parametervirdet ¢t = iﬂ'.

En rét linje har parameterformen
r(s) =19+ sv (—o0 < s < 00),

dér 7 dr en punkt pa linjen och v &r linjens riktning.
Vi vet att tangentlinjen tangerar kurvan i punkten som svarar mot ¢ =

vi kan vilja
ro = (ﬁ: ig) N (if_ll/fg ‘

Tangentens riktning &dr kurvans riktningsvektor i punkten med ¢t = iw,

() () - ()

—1/V2
En parametrisering av tangentlinjen &r alltsa

-7 ) = ()

t:%ﬂ'

7(s)

8.3.20 I vilka punkter &r kurvan

x =t
y=1—-sint

inte regulér.

Eftersom komponenterna till kurvan &r kontinuerligt deriverbara funktioner av
parametern ¢t sa dr de enda punkter diar kurvan inte behéver vara regulir de
punkter dér riktningsvektorn 7(t) = 0.

y I vart fall ar

Zﬂ' sa

varfor

7(t)

3t2
1—cost)"’

Vi ser att riktningsvektorn &r noll i punkten som svarar mot ¢ = 0, d.v.s. i
punkten 7(0) = (0,0). Kurvan ér alltsa mojligtvis irreguléir i origo (men behover
inte vara det).

Vi avgor regulariteten genom att underscka gréansvardet

1—cost
}EI%) (lutningen hos riktningsvektorn i r(t)) = }E% %.
Om grénsvirdet existerar dr kurvan reguldr annars inte.
Vi har
. 1—cost . .
}g% T { Maclaurinutveckling }
1-(1-i2+0o@
= lim ( 2 ( ))
t—0 3t2

= lim (5 + O(t*)) = 5

Alltsa dr kurvan reguldr 6verallt.



8.4.2 Bestdm baglingden av kurvan

:c=1+t3
y:l—t2

Vi skriver kurvan i vektorform

o= (17 5)
#(t) = (ft;t) .

Riktningsvektorn &r

Baglangden ges av formeln

(-1<t<2).

2 9 )
L= [1 |7’(t)‘ dt = [1 (3t2)2 —+ (72t)2 dt = [1 \/mdt

4/9

{s=t"+3; ds=2tdt} =3
13/9

4/9 40/9
—[s 8]13/9 + [5\/5}4/9

Vsds+3

2 0 2
/ 3|t|1/t2+%dt:/ _3t,/t2+gdt+/ Bt\/t2 + 5 dt
-1 —1 0

40/9

4/9

Vs ds

__(4 9 13 @)_’_(@ N 2):13\/13+40\/40—16
9 3 9 3 9 3 9 3 .

27

8.4.6 Bestidm liangden av kurvan

xr = cost+ tsint
y =sint —tcost
Vi skriver kurvan i vektorform

r(t) = cost +tsint
" \sint — tcost

Riktningsvektorn &r

. tsint
7(t) = (tcost> ’

Baglingden ges av formeln

)

(0 <t <2m).

2 27
L= / l#(t)|dt = [ V12 cos2t + 2 sin’t dt
0 0

2m
2
:/0 tldt = [t* ] = 2x°.

8.4.12 Finn arean av ytan som uppstar da kurvan

t
T =e cost
¢ (0<t<
y=-e sint

roteras kring y-axeln.

Forst skriver vi kurvan i vektorform

el cost
r(t) = (et Sint) ’

=

™)



som har riktningsvektorn 8.4.14 Finn arean av ytan som uppstar da kurvan

_ 2
a(t) = e cost — e'sint m:3t3 0<t<1)
~ \efsint+efcost )’ y=2
roteras kring z-axeln.
'-'—- - -___-l'yf Ytelementet till rotationsytan ges av Vi skriver kurvan i vektorform
3t?
ds = 2m (t) |#(t)| dt r(t) = (2t3> ’
och raknar ut dess riktningsvektor
Den totala arean blir . 6t
r(t) = 6t2
/2
A= /ds = 27r/ el costy/(et cost — et sint)2 4 (etsint + et cost)? dt f“/
0 ]

/2
== 27T\/§/ e*t costdt = { partiell integration } 1
0
e /2 mE ds = 2 y(t) |i(1)| dt
=2mV2 [ sint |7 — 272 2¢% - sint dt
0 ¥

/2 .l‘;';.-" y
=2mV2e™ — 0 — 477\/5/ el sintdt = { partiell integration } '
0

Ytelementet till rotationsytan ges av

Den totala arean blir

/2 1 1
=2mV2e™ — dmV/2 [ —e* cost]g/2 + 4m/§/ 2% - (— cost) dt A= /ds = 27r/ 2t°\/(6t)2 4 (612)2 dt = 247r/ t/1+¢2dt.
0

0 0
=921V2e™ — 42 —4- A For integraler av denna typ &r standardmetoden att substituera ¢ = tan och da
forenkla v/1 + ¢2 till 1/| cos @],

Ur detta samband l6ser vi ut A,

_2mV2(e™ —2) 0s20

. /4 1 /4 4
b = 247r/ tan“g U = 2477/ tan 0 do
0 | cos 6] cos?6 o cos36

71'/4 . 49 7r/4 . 40
:247r/ Sm—dozzzm/ Y 056 df
0 0 ¢

:{t:tanﬁ; dt:0d9 ;0§9§7r/4}

A

cos’ 0s80

. ) /4 sin*f
= { trigonometriska ettan } = 24m ——————— cosfdf
o (1-sin®0)

54

1/v2
:{s:smH;ds:cosé’dG;OSsSl/\/i}:le/o mds.



Nu har vi natt en rationell integrand och den kan vi integrera genom en partial-
brakuppdelning, d.v.s. ansétta

st B C D E F G
A=) s—1 o172 Go1P G- "G+ T Grie
H I
N CES R PR

men detta kommer att leda till mycket arbete. Ett alternativ &r att succesivt lagga
till och dra ifran lampliga termer sa att tdljaren och ndmnaren kan forkortas,

st st =141 (s —-1)(s*+1) 1
N e S N E RV
s°+1 1 s2—1+42 1
B CEE E CE VR EE VR eV
1 2 1

o1 oy o

Areaintegralen &r alltsa lika med

" 1/vV2 1 ) 1
:24 .
”L Qﬁ—n2+@hﬁﬁ+x§—nads

Hér kan vi notera att alla tre integraltermer &r i formen

/1/‘/5 ds
I, = ¢
0 (s2—1)"

Just denna typ av integraler kan man i méanga fall beriikna genom att hirleda
en rekursionsformel med hjilp av partialintegrering, d.v.s. uttrycka I, i termer
I;. I vart fall ar

av In—la In—27 cee

I /1/\/5 7ds /1/\/§ 1 71 ds { artiell inte, rat'on}
= — . = iell i i
o D7 (2 1) P g

1 1/v2 1/V2 —n-2s
=g —" — R |
[S(Q—U"L A Sy

2n 1/V2 82

= (-1 \/— +2n 1)t ds

1/vV2 141
_ (_1\non—1/2 S +
=(-1)"2 + 2n/0 1)t ds

1/v2 ds 1/V2 ds
= (-1 "2n_1/2 2 / — 12 / S
- ) @ T, @

=(=D)"2" V2 yonl, +2nl,4y

(=1)ntign=3/2 2p —1

I,.
n 2n (+)

~ In+1 =

Om vi borjar med den enklaste av integralerna I,,, d.v.s. I, sa &r den ganska
enkel att berikna med en partialbrakuppdelning

I/l/\/i ds 1/1/\/§ 1 B 71 10‘871 1/V2

1= 0 52_172 0 s—1 S+1 72 g5+1

ool | 0= b ! s
1/V2+1 1++/2

1 (vV2-1? ~
2 log I+ DI D) =log(v2 —1).

Sedan kan vi anvinda rekursionsformeln () f6r att bestimma de sokta integra-
lerna Iy, I3 och Iy,

\/§+1

12 o—1/2 1
.[2:( 1) 12 —221‘11I1:%—%10g(\/§_1),

Iy = EU20 2ty = s = 3(5 — 3 los(V2 - 1))
= *ﬁ + 2 log(vV2 — 1),

= SR gy (o hoa(V2 )
= % — Blog(v2-1)

Sammanstéller vi utrdkningarna fas
A=2n(I,+2I3+ 1) = 2471'(% — Llog(v2-1)

2( +3 log(\f 1))+W——log(\/§—l))
m(24—7-12+467) + 7 (12 +6-3 — 12) log(v2 - 1)

T—3n log(V2 — 1).
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8.5.4 Transformera den poliara ekvationen 8.5.10 Transformera den polédra ekvationen

r =sinf + cos )

r=——
2 —cost
till kartesiska koordinater och bestdm vilken kurva ekvationen beskriver.

till kartesiska koordinater och bestdm vilken kurva ekvationen beskriver.

Multiplicera bada leden i den poléra ekvationen med r,
VL = 72 =z2—|—y2,

HL =7rsinf +rcosf =z +y. Forldng med 2 — cos#,

Ekvationen i kartesiska koordinater ar alltsa r(2 —cosf) =2,
2r —rcosf = 2,
2r —x = 2.

2 —z4+y?—y=0.

Kvadratkomplettera i x,
Samla r i ena ledet,

Kvadratkomplettera i y,

(z— l)2 +(y - 1)2 1 Kvadrera
2 2 3

Ekvationen beskriver alltsa en cirkel med mittpunkt i (%, %) och radie 1/ V2.

Yy
Alltsa ar ekvationen

%mQ +y? -z =1.
Kvadratkomplettera i z,

)2~

(z -

NI
R wiv
o Wik

+y? =
+y° =

b

NI
Wi

(z—3)

[SMIN)

Ekvationen borjar paminna om ellipsens ekvation. Lat oss skriva om ekvationen
i ellipsens standardform

(50 + (5m) =t
/

Wl



Ekvationen beskriver en ellips med mittpunkt i (%, 0) och halvaxlar 4 och %

S U b
/\ x ‘
N
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8.5.18 Skissera kurvan som ges av den polédra ekvationen

r = 2sin 26.

Vi ritar forst upp hur VL beror av vinkeln 6.

20
N\ /\ 2
AVARVA
214

Detta diagram visar alltsa hur radien r varierar nir 6 gar fran 0 till 27. For att
underldtta ritandet av kurvan ritar vi nagra dgonblicksbilder vid de tidpunkter
da radien antingen &r noll eller antar ett max/min.
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