Lektion 16, Flervariabelanalys den 22 februari 2000
16.1.2 Berékna div F' och rot F' av

F=ye,+ze,.

Divergensen och rotationen ges av

. o 0 0

dlvF—V-F—<%,8—y7£)'(yal‘,0)
dy Ox 00
_8_m+8—y+5_0+0+0_0’

o o 9 D

_ _ (Y ~Z Y _ |90 9 0

rotF—VXF—(axyayaa;)X(yvxvo) o
y X

16.1.6 Berikna div F' och rot F' av

(00 9z 00 Oy dr Oy\ _
_<8y 0z’ 6x+§’%_8_y>_(07070)'

2 2 2
F=zxy"e,—yz"e, +z2x"e..

Anm. Nér div F' = 0 sdgs vektorfiltet vara kallfritt, och nér rot F' = 0 ségs vektorfiltet
vara virvelfritt.

Vi har

o 0 9 0 ) 5 o
dlvF—V-F—(ﬁ—x,a—y7$)'($Z/7—yzaZﬂC)
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16.1.4 Beridkna div F och rot F' av

_ _ (9 9 9 2 2 .2
rot F=V x F = (&T’ay’az) x (zy®, —yz*, zz*)
F=yze,+x2ey, +xye.. e, €y €,
0 0 9
| oz dy 0z
ry? —yz? 22
Vi har (0, 0 9 9, o 0, 4 0 9 4, o
| 0 o = (5,57 = 5, (97— () + (@), 5 (02%) = 5 ()
divF =V -F = (—, ,—) (yz,xz,2Y)
ox’ Oy’ 0z = (04 2yz, —2zz + 0,0 — 2zy) = (2yz, —2xz, —2zY).
0
—a—x(yz)+a—y($2)+—z(fvy)—0—|—O+O—O,



16.1.8 Beridkna div F' och rot F' av
F = f(z)es — f(2) ey.

Vi har
g 9 0
A F =V F= (g2 ) (1), ~f(:).0
0 0 0
= 52/ () + 5, (1) + 50
=04+0+0=0,
g 0 0
WLF =V x F = (g0 50 50) % (/). /() 0)
€, €y €.
| o 2 B
ox oy 0z
fz) —fz) 0
20 0 a0 9 0 0
= (5~ 9. (1)~ + 550 5 (1) = 52 7(2)

= (0+f,(z)7_0+fl(z)a0_0) = (f,(Z),f/(Z),O)

16.3.2 Beridkna
]{ (2* — zy) do + (zy —y°) dy
c

medurs runt triangeln med horn i (0,0), (1,1) och (2,0).

Linjeintegralen kan vi skriva om som

jg(mQ-zy,zy—-yZ)'(dx,dy)::jK F-dr.
C C

Forst undersoker vi om F' &r konservativ genom att kontrollera om F':s Jakobian

ar symmetrisk,
oF % %—I;l B <>|< —x)
Ox,y,z)  \Gz %= y x)’
vilket den inte &r.

Istéllet for att rdkna ut linjeintegralen explicit ldngs de tre kantlinjerna
anvander vi Greens formel och skriver om linjeintegralen till en dubbelintegral

B OF, OF
ﬁFdh_[L%x %)mw

dér minustecknet uppstar eftersom kurvan C' genomloper triangeln T':s kantlinjer
i negativ riktning (medurs).
I vart fall blir dubbelintegralen

- //T(y + x) dz dy.

Y

Om vi ritar upp triangeln T'

(1,1)

> T

(0,0)] (2,0)

sa ser vi att den ar enklast att forst integrera i z-led. For ett givet y-virde ska x
ga fran kurvan z = y till kurvan x = 2 — y,

och y ska sedan ga fran 0 till 1. Omradet beskrivs alltsa av

0<y<1l, y<z<2-—y.



Vi har alltsa att

1 2—y
%Fdr:—//(ery)dxdy:— dy/ (x+y)dz
C T 0 Y

/Oldy[%x2+xy}2_y/01(%(2y)2+(2y) *%y2fy2)dy
}

Y

1
:—/0 (2—2y2)dy:—[2y—§y3

o

16.3.4 Berdkna
f{ 22y dr — zy? dy
c

déar C ar randen till omradet 0 < y < /9 — 22 genomlopt medurs.

Olikheten y < v/9 — 22 kan vi efter kvadrering skriva som
y<9-2% y>0 & 2?4y <9, y>0.

Omradet bestar alltsa av den 6vre halvan av cirkeldisken med mittpunkt i origo
och radie 3.

Linjeintegralen kan skrivas

?g(xzy, —zy?) - (dx,dy) = ]{CF - dr.

Vi undersoker forst om vektorfiltet F' dr konservativt. Jakobianen till F,

OF [ x a?
a(xv y) B 7y2 * ’
ar inte symmetrisk sa F ar inte konservativ.

Vi ska 16sa uppgiften med tva metoder.

METOD 1 (explicit utrikning)

Omradets rand bestar av tva randkurvor, dels halvcirkeln z? + 32 = 9 i 6vre
halvplanet fran (—3,0) till (3,0), dels den réta linjen fran (3,0) till (—3,0).

) Y
b

. . > T < ‘ < > T

-3 3 -3
Dessa tva randkurvor kan vi parametrisera som

ly: 7r1(t) = (Bcost,3sint) (0 <
821 Tg(t) = (t,O) (*3

dér pilen under parametern anger i vilken riktning parametern l6per.

Pa de tva randkurvorna ar

F(ri(t)) = (2%y, —2y?) = (3% cos’t - 3sint, —3 cost - 3? sin’t)
(27 cos’t sint, —27 cost sin2t),
71(t) dt = (—3sint, 3 cost) dt,

d’l"l (t)

F(rg(t)) = (2%y, —xy?) = ((—t)2 -0, —(-t) - 02) = (0,0).

Linjeintegralen 6ver den slutna kurvan C' &r summan av linjeintegralen over ¢,



och /5. 16.3.7 Skissera den plana kurvan

C: r=sinte, +sin2te, (0 <t <2m),

och berédkna

0
F~dr:/ F(r(t)) - dri(t)

¢
1 " F.d
= —/ (27 cos®t sint, —27 cost sin’t) - (—3sint, 3cost) dt e
0
4 diir F = ye* e, +a°¢" e,
= —/ (—81 cos’t sin?t — 81 cos’t sith) dt ' ve Ty
0
™ ™
— 162 / cos?t sin’t dt = % / sin22t dt Om vi ritar upp hur z- och y-koordinaten varierar med parametern ¢ far vi figu-
0 0 rerna.
™1 — I
=8 ﬂdt:%{pismu} 8l x Y
0 2 0

1 1
: /\
Fd’l':/ F(rg(t))'rg(t)dt:() ———t ———F—F— + + + —— ¢
Alltsa ar -1 -1

. . . _ l . . L o .
]{ Fodr — Fodrt | F-dr— %w 10— %w. Kurvan startar i origo. Nér ¢t = ;7 har x véxt till 7 medan y natt maxvérdet 1.
C 12 Lo

INEY

)

A~

METOD 2 (Greens formel)

Med Greens formel kan vi skriva om den slutna linjeintegralen som en dubbelin-
tegral over det inneslutna omradet

dr = — or, _oh Y )
%CF dr = //D(ax 8y)dncdy— //D( Y x)dwdy,

dér den negativa omloppsriktningen hos C' ger minustecknet framfér dubbelinte- y
gralen.

Nar t = %7‘( nar x sitt maxvirde 1 medan y sjunkit till 0.

A~

Eftersom omradet D #r en halvdisk och integranden #r x2 + y? byter vi till
poléra koordinater.

> T
s 3 3
—// (—y2—w2)dwdy=/ de/ o dr :77{%7“4} — 8o
D 0 0 0




Vid t = %w antar y sitt minsta virde —1 och x = % Med hjélp av Greens formel far vi att den slutna linjeintegralen &r

F: F F: F'
Y j{F dr = — // Q—Qdd—&—// Q—b)dxdy,
afr D>

dér Dy och Dy &r de tva 6glor som C innesluter. Vi far ett minustecken framfor
den forsta dubbelintegralen eftersom C' genomléper randen i negativ riktning.

> T
J y

Do Dy
Pa detta sétt far vi stegvis fram kurvans utseende. > T

\
7

Y Y Y
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\
7
\
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Linjeintegralen &dr alltsa lika med

- // (302 — ") dady + // (3a%¢¥ — ") da dy.
D1 D2

t—x t— 51 4= 30 Eftersom omradena D; och Dy dr varandras spegelbilder i y-axeln och integran-
: 2 den &r en jamn funktion i z-led, sa &r integralerna lika och kancellerar varandra.
Linjeintegralen har didrmed virdet 0.

7
N
7

Forst undersoker vi om vektorfaltet dr konservativt. Eftersom Jakobianen

oF * ez’
d(z,y)  \3z%¢ =«

inte dr symmetrisk ar vektorfiltet inte konservativt.




16.3.8 Om C ar den positivt orienterade randkurvan till ett plant omrade R som har
area A och tyngdpunkt (Z,7), tolka linjeintegralen

]{F-dr
c

geometriskt nar

a) F=2%e,,

b) F =zye,, och

c) F =1y%e, +3zye,.

Arean och tyngdpunkten till omradet R ges av uttrycken

A:// dz dy,
R

@)= [[ @udzay

Vi ska anviinda Greens formel och skriva om linjeintegralen i uppgiftstexten till
en dubbelintegral som vi ska forsoka uttrycka i termer av arean A och tyngd-
punkten (7, 7).

fc(o,IQ)-(dx,dy)_//R(%”fZ;))dzdy_Q//Rxdxdy_zAgz.
fc(a:y,O)-(dx,dy)://R(%—8§Uy))dxdy=—//Rxdxdy=—Ax.

fc(y?,sxy) - (da, dy) = //R<a(giy) - 8835) de dy = //R(By —2y)dz dy

:// ydr dy = Ay.
R
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