Lektion 17, Flervariabelanalys den 23 februari 2000
16.4.2 Anviand Gauss sats for att berdkna flodet av
F =yefe, + x2e? ey, +xye,
ut ur sfiren S med ekvationen
4P+ —a?

déar a > 0.

Flodet ut ur sfiren S ges av

# F.ds,
S
som enligt Gauss sats dr lika med

#SF-dS:///VV~FdV

8 g 0
Y& &) e

/// 893 )+ ag(xQez) + %(my)) dv

:///V(O+O+O)dV:O.

16.4.4 Anviand Gauss sats for att berdkna flodet av
F=ze,+3yz"e, + 3y°z+2%)e.
ut ur sfiaren S med ekvationen
P+ =a?

dar a > 0.

Flodet ut ur sfiren S ges av

#F-ds.
s

Gauss sats ger att flodet ar lika med

‘#SVF-dSZ///VV-FdV

— /// %,(%, %) (2%, 3y2?, 3y*z + 2®) AV
/// ax (3yz )+ %(3y2z+w2)> dv
:///V(3x2+3z2+3y2)dv:3///V(m2+y2+z2)dV,

diir V ar klotet 22 4+ 2 + 22 < a? som innesluts av ytan S. Eftersom omradet V/
ar helt rotationssymmetriskt och integranden ar z2 + y2? + 22 infor vi sfiriska
koordinater. Omradet beskrivs da som

0<6<2m, 0<p<m 0<r<a.
Integranden blir
2+ y2 +22=r ,
och volymelementet blir
dV = r%sinpdf dy dr.

Flodet ges alltsa av

2 ™ a T a
:3/ d@/ sinwdap/ r4dr:3~27r-{—cosgo} ~[%r5}
0 0 0 0 0

=3-271-2-L¢% = 2r4d.

5

ot



16.4.8 Berikna flodet av

F:xQez—l—ery—i—zQez

ut ur randen till cylindern z? +y? < 2y, 0 < z < 4.

Med kvadratkomplettering kan vi skriva cylinderns ekvation i standardform
2?42 <2y & 2?4+ (y—1)72<1.

Cylindern har alltsa mittpunkt i (x,y) = (0, 1) och radie 1. I z-led ligger cylindern
mellan z =0 och z = 4.

Cylinderns rand bestar av tre ytstycken, dels cylinderns mantelyta, och dels de
tva cirkuldra &ndytorna.

For att berdkna flodet maste vi dérfor dela upp flodesintegralen i tre integraler
over respektive ytstycke. Om vi ddremot anvéinder Gauss sats blir flodesintegralen
en trippelintegral 6ver hela cylindern. Gauss sats ger

#gF-dS:///VV-FdV:///V(é%,%,%>-(xz,yQ,ZQ)dV
:///V(2x72y72z)dV:2//Ddxdy/04(x+y+z)dz
:2/7;Um+@ﬁz+%f}?Mdy:2/7;0Mx+y)+8)dx@h

dir D dr projektionen av cylindern av cylindern pé z,y-planet, d.v.s. D : 22 +
(y—1?2<1

\
7

Integralen 6ver D kan vi dela upp i tre termer

8// xd:z:derS// (y—l)dxdy+24// dz dy.
D D D

Eftersom omradet D dr spegelsymmetrisk i y-axeln och = &r en udda funktion
dr den forsta integralen lika med 0. I den andra integralen &r y — 1 en udda
funktion kring linjen y = 1 och D spegelsymmetrisk i samma linje. Den andra
integralen &r ocksa den noll. Den tredje integralen dr 24 ganger omradets area,
dv.s. 24712 = 24~

Flodet ut ur cylindern &r alltsa 24m.



16.4.12 Bestam flodet av /// Z L1 22 AV — /// aV
4.

F=(y+z2)e.+ (y+yz)e, — 2z +2)e.

=Volymav V = g - 3m
upp genom den del av sfiaren x? + 32 + 22 = o2 i forsta oktanten. Alltsd &r
// F.dS = %mi”—/ F-dS—/ F-dS—/ F.dS.
S S1 Sa S3
Lat S beteckna den del av sfaren som ligger i forsta oktanten. Lat vidare Sy, So Pa de tre koordinatplanytorna ges ytelementet och vektorfiltet av
och S3 beteckna de tre sidoytor i koordinatplanen i forsta oktanten som begriansas
av sféren. S, dS = (0,0,—1) dz dy

F(‘T?yvo) = (Z%Z/v _21.)

z 2
T
S
K Sy : dS = (0,-1,0)dzdz  «
F(z,0,2) = (22,0, —22 — 2?)
s,
T y Y
z z
SQ S3
\ /
T y Y

Ss dS =(-1,0,0)dydz 2
F(0,y,2) = (y,y + yz, —2%)

Vi far

//SF -dS = %7‘(&3 — //S (y,y,—2z) - (0,0,—1)dz dy

- // (22,0, —2x — 2%) - (0, —1,0) dz dz
Sa
Tillsammans innesluter S, Si, So och S3 en attondel av ett klot med radie a. B
Flodet ut ur denna attondel dr enligt Gauss sats S (vy +yz—2") - (-1,0,0)dydz

//F.ds+/ F~dS+/ F.ds+/ F.dS *gﬂasf//SQIdxdy //S()dl’dzf//sfydydz
s S1 Sa S3 L 2 3

/ / / V. Fdv = { poléra koordinater i respektive plan }
v

/2 a /2 a
13 2 2
8 9 o = zTa 72/ cosﬂdf)/ r dr+/ cos@d@/ rdr
:/// =) (y+ ey +yz —20— 2% dv ’ 0 0 0 0

9z’ Dy’ 0z X ,

P 5 :—7ra3—2-1-%a3+1~ a”.
9 9 o2
/// Y+ xz) +ay(y+yz)+az( 2 — 2z ))dV

1 1 _1
6 30" = §ma — 3



16.5.2 Berikna
]{ ydr — v dy + 2> dz
c

runt skéirningskurvan C mellan cylindern z = 3? och cylindern z? + y?> = 4, som
genomlops moturs sett fran en punkt hégt beldgen pa z-axeln.

Linjeintegralen kan vi skriva som

% ydr —xdy+ 2°dz = ]{ (y, —x,2%) - (dz,dy,dz) = % F - dr.
c c c
Vi ska 16sa uppgiften med tva metoder.
METOD 1 (explicit utrdkning)
Skarningskurvan C' uppfyller bada ytornas ekvationer
22 +y? =4, (1)
z =2 (2)

Ekvation (1) ger att kurvans z- och y-koordinater ligger pa en cirkel med mitt-
punkt i origo och radie 2. Vi kan darfér beskriva kurvans z- och y-koordinater
med standardparametriseringen

x = 2cost,

Yy = 2sint.
Ekvation (2) ger att
z =y? = 4sin’t.

Eftersom dessa uttryck for x, y och z dr 27-periodiska i ¢ har kurvan parameter-
formen

r(t) = (2cost,2sint, 4 sin’t) (0 <t <2m).

Om vi later ¢ ga fran 0 till 27 sa genomlops kurvan i positiv riktning. Vi far

F(r(t)) = (y(t), —a:(t),z(t)Z) = (2 sint, —2cost, 16 sin4t),

d
dr(t) = d_: dt = (—2sint,2cost,8sint cost) dt.

Linjeintegralen blir

2m
f F.dr = / F(r(t)) - dr(t)
c 0
2m
= / 2sint - (—2sint) dt — 2cost - 2cost dt + 16 sin*t - 8sint cost dt
0
2m 2m
= —4/ (sinzt + COS2t) dt + 128/ sin®t cost dt
0 0
6 2m
= —4-2m+128 [ Lsint] " = 87+ 0= —8r.
0

METOD 2 (Stokes sats)

Enligt Stokes sats har vi att

%CF-dS://S(VxF)-dS,

for alla ytor .S som har C' som randkurva och med C positivt orienterad relativt S.
I vart fall kan vi viilja ytan S som den del av z = y? innanfér cylindern 22 +y? = 4.



Da ar
e, e, e,
_|la o o
VxF = oz dy Oz
y —r 22

_(02_0a) 02 oy o) oy
 \ 0y 0z ' Oz 9z Ox Ay

=(0-0,-0+0,—-1-1)=(0,0,-2),

Jz 0z
Ox’ Oy’
For att inducera en positiv orientering av randen ska vi vélja minustecknet i d.S

sa att dS pekar uppat.
Vi far att

]{CF.dr://S(vxF)-dS://D(o,o,—z)-(o,—2y,1)dxdy

= 72// dxdy = —2 - area(D) = —2 - 2% = —8,
D

dS:i( —1) dz dy = +(0, 2y, —1) dz dy.

dar D dr ytan S:s projektion pa z,y-planet, d.v.s. D : x? + 2 < 4.

16.5.4 Berikna

// rot F' - dS,
s

dir S dr ytan 2® + % +2(2 — 1)> = 6, 2 > 0, dS #r riktad ut fran S, och

3 3 2 2 2
F=(zz—9’cosz)e, +a’e’ e, +ayze” TV 1 e,.

Vi skriver S i standardform

(G + () () - w0

Ytan S #r alltsa den del av ellipsoiden med mittpunkt i (0,0, 1) och halvaxlar /6,
V6 och v/3 som har positiv z-koordinat.

T

e ey

C

Enligt Stokes sats kan flodesintegralen i uppgiftstexten skrivas

// rotF-dS:%F-dr,
s c

dér C ar randkurvan till S i planet z = 0, d.v.s.
2+ +20-1)*=6 & 2?4 9% = 4.

Eftersom dS &r utatriktad induceras en positiv riktning hos C' i x, y-planet. Kur-
van C, som ar en cirkel med mittpunkt i origo och radie 2, kan darfor skrivas i
parameterformen

r(t) = (2cost,2sint, 0) (0< t <2m).

4
—
Langs kurvan ges vektorféltet och kurvelementet av

F(r)=(0- y(t)3, z(t)? - 1,0) = (-8 sin®t, 8 cost, 0),
dr(t) = 7(t)dt = (—2sint,2cost,0) dt.

Vi far

// rotF~dS=-7{F~dr
S c

27
= / (—8sin’t, 8 cos®t, 0) - (—2sint, 2cost,0) dt
0



27 2m
16/ (sin®t + cos’t) dt = 16/ (3(1 = cos2t)® + L(1 + cos 2t)?) dt
0 0

2 2m
4/ (2 4 2 cos2t) dt—8/ (1+ 1(1+cos4t)) dt
0 0

27r
8/ 3 + 1 cos4t) dt = {integral av cos 6ver en hel period = 0 }
0

=12.27 4+ 0 = 24~7.

16.5.6 Beridkna

%F-dr
c

r(t) = coste, +sinte, +sin2te,

runt kurvan
(0<t<2m),

dir F = (" —y®)es + (¥ +2°) ey + €% e,.

Ledtrad: Visa att C ligger pa ytan z = 2xy.

Lat oss forst visa att kurvan C verkligen &r sluten och att parametriseringen
genomloper kurvan exakt ett varv.

e Eftersom r(0) = (0,0,1) = r(27) & kurvan sluten.
e Om vi betraktar C nerprojicerad pa x,y-planet,

r34(t) = coste, +sinte,

s far vi enhetscirkeln genomlopt ett varv i positiv riktning. Varje (z,y)-
virde pa C antas alltsa exakt en gang av parametriseringen, vilket visar att
kurvan genomlops exakt ett varv.

Vi ska 16sa uppgiften med tva metoder.

METOD 1 (byte av vektorfilt)

Forst gor vi det obligatoriska testet om vektorfiiltet dr konservativt.
Vi har att

2
OF *2 —=3y* 0
= |3z * 0
I(z,y, 2) 0 0 %

inte dr symmetrisk, sa vektorfiltet dr inte konservativt. Daremot ser vi att vek-
torfaltet néstan &r konservativt; det &r bara index (1,2) och (2,1) som inte dr
lika. Om vi dérfor kompletterar F' med vektorfiltet G = 3z%y e, — 3zy* e, d.v.s.
betraktar vektorfiltet

H=F +G,
sa far vi ett konservativt vektorfilt eftersom
* 3x? — 3y2

0
H
87 = 3%2 - 3y2 * 0
a(xa:%Z) O 0 *

Da har vi alltsa att

%F-dT—i—j{C#dr:}{H-dr:O
c c c
= j{FVdr:fwair.

c c

Fordelen med G jamfort med F &r att G endast har polynomkomponenter som
dr enklare att integrera analytiskt.

Pa kurvan C ar

G(r(t)) = (3= —3z(t)y(t)*,0) = (3 cost sint, —3 cost sin®t, 0),
dr(t) =7t )dt (— sint,cost,2cos 2t) dt.



Vi far

ﬁF-dr:—jiG-dr:—/th(r(t))-dr(t)

2
= —/ (3cos?t sint, —3 cost sint,0) - (—sint, cost, 2 cos 2t) dt
0

2
= 7/ (-3 cos’t sin?t — 3 cos?t sin’t + 0) dt
0

27 27
1 2t 1 — 2t
= 6/ cos?t sin’tdt = 6/ teosat cos dt
0 0 2 2

27 o

1 4t

=3 (1—c0522t)dt:%/ (1_ﬂ)dt
2

0 0

= {integral av cos &ver en hel period =0}
_3.19__3
=33 271' = 571'.

METOD 2 (Stokes sats)

Enligt Stokes sats &r linjeintegralen lika med

j{CFwir://S(VxF)-dS,

dér S dr en yta med C som randkurva och dS #r riktad uppat eftersom C' &r
positivt orienterad i z, y-planet.
Kurvan befinner sig pa ytan z = 2zy eftersom den uppfyller ytans ekvation

VL = z(t) = sin2t = 2cost sint = 2z(t)y(t) = HL.

Ytan S kan vi darfor vélja som det ytstycke av z = 2xy som begrénsas av C. Vi
har da att

0z 0z
ds _(i)(a_x’ I —1) dzx dy = D (2y, 2z, —1) dx dy,
e, ey e,
VxF=| 2 a% Z1=1(0,0,32% + 3y?),

och Stokes sats ger

?{CF-dr://S(VXF)-dS

= // 3(0,0,22 + y?) - (—2y, —2z,1) dz dy
D

dér D &r ytans projektion pa z, y-planet, d.v.s. enhetsdisken.

=3 // (x? + y*) dx dy = { polira koordinater }
D

27 1
:3/ d9/ rPdr=3-2m-1=3n
0 0
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