Lektion 2, Flervariabelanalys den 19 januari 2000

11.1.6 Finn hastighet, fart och acceleration vid tidpunkt ¢ av en partikel med
lagesvektorn

r(t) = te, +t°e, +tle..

Beskriv ocksa partikelns trajektoria.

Vi skriver ldgesvektorn i vektorform,

Farten &r

o(t) = |v(t)] = V12 + (2)2 + (2t)2 = /1 + 82,

och accelerationen ar

For att rita upp kurvan som partikeln genomloper kan det vara enklare att, precis
som i konstruktionsritningar, bortse fran en dimension och rita upp projektionen
av kurvan for att senare lagga ihop projektionerna till en tredimensionell bild av
kurvan.

Vi borjar med att betrakta kurvan i x, y-planet,

r.y(t) =te, +tle,.

Genom att uttrycka y-koordinaten i x ser vi att kurvan ar funktionsgrafen till y =

x2.

N
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Den andra projektionen vi kan gora édr att betrakta kurvan i y, z-planet,
r,.(t) = t’e, + t’e,.

I detta fall ser vi att y- och z-koordinaterna #r lika och icke-negativa eftersom t2
alltid ar icke-negativ. Kurvan ligger alltsa pa linjen y = z.

7

Dessa tva bilder riacker for att rita upp den tredimensionella kurvan.
z z z
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11.1.15 En partikel ror sig runt cirkeln z® + % = 25 med den konstanta farten av 1
varv varannan sekund. Vilken acceleration har partikeln nér den dr i punkten (3,4).

Partikelns ldge kan vi skriva som

r(t) = x(t) e +y(t) e

Genom att derivera tva ganger fas accelerationen

P (t) = i(t) en + () e

Eftersom vi vet att partikeln ror sig pa en cirkel med radie 5 och mittpunkt i
origo &r det lampligt att beskriva partikelns ldge med poldra koordinater.
En konstant vinkelhastighet av % varv/s skrivs som

0 = £wt + 6,

dér + uppstar eftersom vi inte vet om partikeln ror sig med- eller motsols. 8y &r
den vinkel som partikeln har vid ¢ = 0. Radien &r r = 5.
Alltsa ar

x(t) = rcosf = 5cos(E£mt + 6p),
y(t) = rsin® = 5sin(Ent + 6p).

Fran uppgiftstexten far vi inte direkt information om vid vilken tidpunkt som vi
ska bestdmma accelerationen, utan tidpunkten bestdms istéllet av villkoret att
x(t) = 3 och y(t) = 4.

Om vi dérfor kan uttrycka & och §j direkt i termer av x och y sa undviker vi
att behova bestdmma ¢. Vi har

&(t) = Fomsin(L£nt + 0p) = Fry(t),
y(t) = £57 cos(xmt + Op) = Lma(t),
B(t) = Fry(t) = —m’z(t),
i(t) = £mi(t) = —m?y(t).

Accelerationen i (z,y) = (3,4) &r

11.1.16 En partikel ror sig at hoger ldngs kurvan y = 3/z. Om dess fart dr 10 néir den
passerar genom punkten (2,3/2), vad dr dess hastighet vid den tidpunkten.

Eftersom vi redan vet partikelns fart behdver vi bara dess hastighetsriktning i
punkten.

Kurvan som partikeln ror sig pa ar en funktionsgraf som redan &r parametri-
serad av x. Punkter pa kurvan kan alltsa skrivas som

Tr =S

y=3/s

o-(5)

Riktningsvektorn, som pekar at hoger, ges av

o ) _ 1 1
|7(2)] 12 4 (=3/s)2 (—3/32)

B \/1+19/16 <§/4> B (4?{/55)

Partikelns hastighet &r farten ganger hastighetsriktningen

oe- (1)

(s parameter),

eller i vektorform

s=2

11.3.6 Planet z + y + z = 1 skér cylindern z = z? ldngs en parabel. Bestim paramet-
riseringen av parabeln med ¢ = x som parameter.

Skarningskurvan mellan de tva ytorna tillhér bada ytorna och maste dérfér upp-
fylla bada ytornas ekvationer.

r+y+z=1, (1)
z=2° (2)



Eftersom vi véljer ¢ = x som parameter ger (2) direkt att

2 =2

Detta insatt i (1) ger
t+y+t2=1 o y=1—1t—t%.

Alltsa har skédrningskurvan parametriseringen

t
rt)=|1-t—1¢2
t2

11.3.8 Parametrisera skidrningskurvan mellan ytorna z = /1 — 22 —y2 och z 4y = 1.

Skarningskurvan tillhoér bada ytorna och maste darfér uppfylla bada ytornas ek-
vationer

RN ] 1)

r+y=1. (2)

Om vi fixerar x sa ser vi att (2) bestdmmer ett y-virde och (1) bestdmmer ett
z-véarde. For varje z-vérde finns alltsa hogst en punkt pa skdrningskurvan. Just
detta 1:1 forhallande gor att vi kan vilja t = x som parameter. Loser vi ut y
och z i termer av t = z, fran (1) och (2), fas

y=1-z=1-t (3)
z=\1-a2—y2=\/1-12—(1-1)2=/2t(1—1). (4)

Det ér dock inte alla a-virden som ger en punkt pa skiirningslinjen. Vi ser i (4)
att vi maste begrinsa ¢ till intervallet [0, 1] for att ett z-virde ska svara mot ¢.

Ekvation (3) stéller inga sadana krav. Parametermingden maste alltsa véljas
till [0, 1].

Sammantaget har alltsa skdrningslinjen parametriseringen

t
r(t) = 1—1¢
2t(1— 1)

(0<t<1).

11.3.14 For vilka virden pa parametern A dr lingden L(T') av kurvan

r(t) = tes + Mey +t’e.  (0<t<T)
lika med T + 737
Vi har
t 1
r(t) = | At? och  #(t)= |2\
t3 3t2

Léngden av kurvan ges av integralen

MﬂA%:ATf@ﬂﬁ:iAT¢P+(%ﬂ?+@ﬂPﬁ
:/T\/mdt (+)
0

En integral av den hér typen ar i allmédnhet inte analytiskt 16sbar. Det enda un-
dantaget dr nér uttrycket under rottecknet rakar vara en kvadrat. Om vi kvadrat-
kompletterar i ¢2,

L ort = 0 + 33 41— 4



sa ser vi att uttrycket &r en kvadrat endast da

4\4 _ _ 3
1-i=0 & aA==x/L

I dessa fall blir integralen
g 2,1 1,3 , 1,17 3
L(T)Z/ 3% + 3)|dt =3[ 36° + %], =T°+T.
0

Detta var minst sagt lyckosamt, men vi kan dock inte utesluta att det &ven finns
andra A\-viirden for vilka integralen ocksa rakar anta viirdet T2 47T Lat oss bevisa
att detta inte intraffar.

Om vi betraktar integranden i (*) som en funktion av A,

FO) = V1 +4X22 4 94,

sa ser vi att f dr strangt vixande for A > 0 och stringt avtagande for A < 0
(derivera f om du inte dr overtygad). Eftersom integralen har monotonicitets-

egenskapen
f<g = / f< / g;

sa har vi att L(T, \) #r stringt vixande i A > 0 och striangt avtagande i A < 0.
Alltsé kan L(T) endast anta virdet T + T hogst en gang for negativa respektive
positiva A.

Vi har ddrmed visat att

L(T)=T+T?

endast da A\ = :t\/%_

11.3.18 Beskriv skéirningskurvan mellan sfiren z2 + y? + 22 = 1 och den elliptiska
cylindern z? + 222 = 1. Beriikna den totala lingden av skirningskurvan.

Skéarningskurvan mellan de tva ytorna uppfyller bada ytornas ekvationer
Pyt 2 =1, (1)
22+ 222 = 1. (2)

Ekvation (2) beskriver i z,z-planet en ellips med halvaxlar 1 och 1/v/2. Det
betyder att skidrningskurvans z- och z-koordinater alltid kommer ligga pa denna
ellips, m.a.o. om vi projicerar skirningskurvan pa x, z-planet sa far vi en kurva
som #r en del av ellipsen (eller hela ellipsen).

Standardparametriseringen av en ellips ger att vi kan skriva

T = cost
z= 5sin
Detta insatt i (1) ger
y? =1 — cos’t — %Singt = %sinzt & Y= :t% sint.

For varje t-virde finns alltsa tva y-vérden, vilket betyder att skidrningskurvan
bestar av tva kurvor

cost

1 .
rl(t) — Esmt
L sint

V2
cost

1 .
ro(t)= |~ sint
L gint

V2

Av parametriseringen ser vi ocksa att de tva kurvorna dr spegelsymmetriska i
z, z-planet (y < —y) varfor de maste ha samma léngd. Skérningskurvans totala
lingd &r darfor

2 27
L:Z/ 7(t dt:2/ (—sint)2? + (- cost)2 + (== cost)2 dt
1) Y 7 (7 cost)
2
0

27
=2 V/sin?t + cos?t dt = 2/ 1dt = 4r.
0



11.3.19 Lat C vara kurvan

x =€ cost
y=e'sint (0 <t <2m).
z=1

Berékna langden av C.

Kurvan C skriven i vektorform och dess riktningsvektor ar

et cost et cost —elsint
r(t) = [ e'sint |, 7(t) = | e'sint + el cost
t 1

Langden av C ar

2m 2m
L= / |7(t)| dt = V/ (et cost — etsint)2 + (etsint + et cost)? 4 12 dt
0 0

2m
= V22t 4 1dt ={s=+2e'; ds=V2e*dt = sdt}

0

V2™ /5 1
= / % ds = { Beta handboken, integralformel 95 }
V2

\/5 62‘rr

)
= {\/82+1—log‘—5 +1+1H
s V2

_ ,/2647r+1_10g—v264ﬂ—’_1—i_1_\/§+10g\/§+1
V2 e2m V2

11.4.4 Finn enhetstangentvektorn er(t) till kurvan

r(t) =acostey +bsinte, +te,.

Vi har
7(t) = —asinte, + bcoste, + e,
[7(t)| = /(—asint)2 + (bcost)2 + 12
= Va2 sin?t + b2 cost + 1.

Enhetstangentvektorn ar

7(t) —asinte, +bcoste, + e,
|7(¢)] Va2 sin?t + b2 cos2t + 1 ‘

11.4.5 Visa att om krokningen uppfyller
k(s)=0 for alla s,

sa dr kurvan r = r(s) en rit linje.

Om vi later ep(s) beteckna kurvans enhetstangent sa vet vi alltsa att

’CI%ET(S)’ =k(s)=0 < %6T(5) = 0. (*)

Denna likhet kan vi med integralkalkylens huvudsats integrera upp (vi integrerar
varje komponent for sig),

er(s) —er(0) = / ieT(s) ds = / 0ds=0
o ds 0
& er(s) =er(0) =u for alla s.

Alltsa dr enhetstangenten konstant for alla s.
Enhetstangenten &r i sin tur derivatan av ldgesvektorn (eftersom vi anvinder
bagliangden som parameter),

Integrerar vi upp denna likhet fas

r(s) —r(0) = /OS %r(s)ds = /Osudsus
& r(s)=su+r0)=su+v

och detta &r en parametrisering av en rét linje.



11.5.2 Finn krokningsradien till kurvan 11.5.4 Finn krokningsradien till kurvan

Yy =coszx r(t) = t'e, + t’e, + te.
i punkten = 0 och x = 7/2. i punkten med t = 1.
Vi har Vi har
t 1 0 t3 3t? 6t
r(t) = | cost |, r(t) = | —sint |, och  #(t)= [ —cost |, r(t)=|t*], r(t)=| 2t och #t)=1[2],
0 0 0 t 1 0
och med determinantformeln far vi och med determinantformeln far vi
€, 1 0 0 e, 3t? 6t -2
T X #(t)=|e, —sint —cost|= 0 . rxF#(t)=|e, 2t 2|=| 6t
e, 0 0 —cost e, 1 0 —6t2
Krokningsradien ar Krokningsradien ar
1 7|3 _ (1 + sin?t)3/2 1R ((362)2 + (2t)% + 12)3/2 B (1+4t2+9t4)3/2
R(t) [P x| | cost| k() 1P x# T (=2)2 + (66)2 + (=62)% /4 + 36t + 361%
vilket ger vilket ger
1/k(0) =1, 1/k(7/2) = cc. 1411
1/k(1) =

7
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