Lektion 5, Flervariabelanalys den 26 januari 2000

12.5.2 Bestim 68_1: om w = f(z,y,2), dir z = g(s), y = h(s,t) och z = k(t).

Vi ska forst bena ut hur variablerna beror av varandra genom att rita upp vari-
ablerna i ett trid dir en variabel i en hogre niva beror av de variabler som den
ar forbunden med i den lédgre nivan.

Nir vi ska berikna 2% ska vi forbinda w med alla ¢ i triidet. Varje stig fran w

ot
till ¢ ger upphov till en term i uttrycket for %—7;’. Varje sadan term &r i sin tur en
produkt av partialderivator av de variabler som ingar i stigen.
I detta fall finns tva t:n i tridet och tva stigar som sammanbinder respektive ¢
med w.
B S

T Y ,‘z T Y T
L s t t L s t ot
w—y—1t w—z—1t

Den forsta stigen gar via y, sa motsvarande term blir

ow 0Oy
dy ot
Den andra stigen gar via z och ger termen
ow dz
0z dt’
Notera att vi skriver % istéllet for %. Detta brukar man gora nér funktionen

endast beror av en variabel.
Var sokta partialderivata dr alltsa

ow Ow @ ow dz

ot oy ot | 0z dt’

eller uttryckt med funktionerna

ow _0f oh  0f dk
o oy ot 0z dt’

12.5.5 Om w = f(z,y,2), dir z = g(y, z) och y = h(z), berikna

W (5), o (5.,

Vi borjar med att rita upp variabeltriddet. Den forsta nivan &r w = f(z,y, z) och
ger oss forsta delen av tridet

—+— (1)

Sambandet = = g(y, z) ger i sin tur

!—)—\
vy - @)
!

Notera hér att y och z nu forekommer i tva olika nivaer i tridet. Vi ska aterkomma
till vilka problem detta leder till. Sambandet y = h(z) ger oss det slutgiltiga
tradet.
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Ett uttryck for ((11_1; far vi genom att forbinda alla z i tridet med w.

x Yy z x Yy x Yy z x Yy
| | | |
Yy z z Yy z =z Yy z z Yy z z
) ! ! !
Var och en av dessa stigar ger upphov till en term i uttrycket for ‘fl—’;’.

Stigen ldngst till vinster ger termen

fi-g1-ha,

dér f; betyder att vi partialderiverar f med avseende pa den forsta variabeln.
Stigen nést lingst till vinster ger termen

f1- g2
De tva foljande stigarna ger termerna
fa-h och fs.

Alltsa ar

dw

e = figih1 + fig2 + fol/ + fs.

Det traditionella sattet att skriva denna formel &r

dw Ow dx dy Ow O0xr Jw 8y ow

—— = ot o (*)

dz Ox Oy 0z Ox 0z Oy 9z | 0z
Notera skillnaden mellan % <7 och 36,15 Med ‘fl—z menar vi att w enbart dr en funktion
av z, d.v.s. att vi deriverar funktionen w = w(z) = f(g(h(2),2), h(z), 2).

Beteckningen %—’;’ betyder a andra sidan att vi, i vart fall, betraktar « och y som

konstanter och partialderiverar w = w(z,y,2) = f(z,y,2) med avseende pa z,
d.v.s. 2% = f5. Ett mer tydligt séitt att skriva detta pa &r

(5.

dér vi indikerar att forutom z betraktar vi « och y som variabler som vi haller
konstanta under partialderiveringen.

Med %—f kan man ndmligen ocksa mena att man bara haller z fix men later y =
h(z) och partialderiverar w = w(x, 2) = f(z,h(z),z) med avseende pa z, d.v.s.

att vi berdknar
()
82 a:.
Med kedjeregeln far vi denna derivata till

0
0 e C
’ ﬁxj z‘

Ett tredje sitt att tolka a—w dr att vi haller y fix men later x = ¢(y, z) och
partialderiverar w = w(y, z) = f(9(y, 2),y, z) med avseende pa z, m.a.o. beréiknar
()
32 y.
I detta fall ger kedjeregeln att
e
ow x Y oz
(%)y—fl'g2+f3 e i

Beteckmngen ar alltsa otydlig eftersom vi inte riktigt sdkert vet vilka storheter
som vi betraktar som variabler. Nér uttrycket ‘915 dyker upp i en formel, som den

gjorde i (), maste vi utifran sammanhanget avgora hur vi ska tolka %—w



12.5.6 Anvind tva olika metoder for att beridkna Sammanlagt far vi

ou 6’(1, st

ou e
ot — = - se’t
ot /(es)2 + (1 + s2 cost)?
omu= /22 +1y2 dér x = e och y =1+ s%cost. n 1+ s%cost ~(—828int)
V()2 + (1 + s2 cost)?
se2t — s?sint — s* costsint

V/(e51)2 + (1 + s2 cost)?

Variabeltradet har i detta fall utseendet Det andra séttet dr att direkt stoppa in z och y uttryckta i s och ¢, i u,

Y u=/(e5t)2 + (1 + 52 cost)2
x Yy
’_ﬁ_‘ ’_l_‘ och derivera
s t S t

ou 0
_ st)2 2 2
o 5% = 5 (e5t)2 + (1 + s2cost)

Derivatan 2% tolkar vi som (—) . Med kedjeregeln far vi att
o e = ! - (25" +2(1 + 5% cost) - (—s?sint))
Ou Ou dx Ou Jy 2\/628t + (1452 cost)?
ot dr ot oy ot’ set —s?sint — s* costsint
V(e58)2 + (1 + s2 cost)?

dar vi har att

ou 9] 1 x
—=—Valt+yr=———— 2= ——— Anm. Notera att egentligen rader inga tveksamheter om att tolka %—Tj som (%) . Andra
Or Oz 2\/x2 + g2 Va2 4 g2 . . ou ou\ N :
tolkningar sasom (5) och (E)y ar mer langsokta.
st x

_ € Hade emellertid variabeltridet haft utseendet

B V(e58)2 + (1 + s2 cost)?
u

Ox 9« st !—)—\

6’& 3 \/ﬁ 1 9 Yy S t S t
=/ Py =
oy Oy 2y/x? + y? Va4 y?
2 s& hade det varit svarare att avgéra om 2% betydde
1+ s%cost ot

e+ 1+ 57 cos)?
e (5., e (5.

0
5 = E(l + s cost) = —s®sint



12.5.10 Berékna

S (20,32)

om funktionen f(z,y) har kontinuerliga férsta ordningens partialderivator.

Det korrekta séttet att tolka formeln i uppgiftstexten ar att forst inféra namn pa
de tva argumenten till f. Om vi doper dessa till v och v, s& ska vi alltsa berdkna

a.. (uv U)

or

dér w = 2y och v = 3x. Variabeltradet ar ddrmed

Kedjeregeln ger

af dv

0
%f(uvv):__:

50 d fa(u,v) - (3z) = f2(2y,3z) - 3.

Anm. Uppgiftstexten forsoker faktiskt blanda bort korten genom att kalla funktionen
for f(z,y) och pa sa sétt antyda att % mojligen skulle kunna vara en partialderivering
med avseende pa den forsta variabeln. Hade formeln varit
of
sa hade detta ocksa varit vad som avsetts.
For att oka tydligheten skulle man istillet kunnat skriva

% [f(Zy,3m)].

12.5.12 Berékna

5o (0.0, £0.0)

om funktionen f(z,y) har kontinuerliga férsta ordningens partialderivator.

Vi doper de tva argumenten till det yttre f:et till

u=yf(z,t),
v = f(y,t).

Argumentet u kan dessutom skrivas u = y - w om vi sétter
w = f(x,t).

Ritar vi upp variabeltriadet far vi

f
u v
T
y w Yy t

’_A_‘

x t

Kedjeregeln ger att
05 _of ou  0f o0
Oy Oudy Ov dy
= fl(u,’U) Sl f2(U,U) ! fl(?J,t)

= fl (y.f(xvt)’f(y7t)) : f(xvt) + fQ(yf(x7t)’f(y’t)) : fl(yvt)'



12.5.15 Antag att f har kontinuerliga partiella derivator av alla ordningar. Om z = Bada termerna har samma variabelberoende som z, sa kedjeregeln ger
f(z,y), ddr x = 2s + 3t och y = 3s — 2t, berikna

9z 9, _0h0r 0f Oy
) o5 95V o s T By s
b) 9%z = fu(z,y) -2+ fiz2(x,y) - 3
dsot’
o 0, _onor by
c) EToR Os f2 or 0Os + Oy 0Os
= f21(x7y) -2 + f22(1'7y) : 3
Dessa andra ordningens partialderivator kan skrivas som Eftersom andra ordningens partialderivator dr kontinuerliga dr fio = for
92z O Oz och vi far att
95 = 05 05 .
Pz 9 0z 752 =4- fu(z,y) + 12f12(z, y) + 9f12(z, y).
dsot  Os ot’
&z _ 0 0z b) Vi far
ot? ot ot
s . .. 0%z 0 0z 0
Vi boérjar darfor med att bestdmma % och %. =— = (filz,y) -3+ falz,y) - (—=2)
Variabeltriidet blir i detta fall ' dsot  0s Ot 53( )
. _ (%@ %@)_2(%@ %@)
dr ds Oy Os Or O0s Oy Os
z Y =3(fur(z,y) - 2+ fra(z,y) - 3) — 2(far(z,y) - 24 fao(z,y) - 3)
s t s t :{fu:fm}:6f11(x,y)+5f12(x,y)*6f22(x,y)

Kedjeregeln ger att Som en extra kontroll kan man ocksa rikna ut

0: _ 0z 00 020y 0 0:
ds Ox 0s Oy Os ot ds
= filz,y) -2+ folz,y) -3, som ska vara lika med ovanstaende.

0: 0z 0x 0z 0y
ot Oz ot 0Oy ot

= hi(z,y) -3+ f2(zy) - (=2). Pz 00z 0
o g(ﬁ(%y) 3+ fo(z,y) - (—2))

(8]‘1 8x+%@) _2(6f2 Ox +%@)

c¢)  Den sista derivatan far vi pa motsvarande sétt

a)  Linjariteten gor att vi kan dela upp den stkta derivatan i tva termer

or Ot  Jy Ot Or Ot OJy Ot
=3(fuulz,y) - 34 fra(z,y) - (=2)) = 2(far(2,y) - 3+ fao(z,y) - (=2))

0 0
=255 @ y) + 35 fa(@,y). = {12 = for } = 9f11(2, ) — 12f15(2, ) + Afas (2, y)-

: _
o= (A 2+ faley) -3)



12.5.16 Om f(z,y) dr harmonisk, visa att

x
f<1‘2+y2

ar harmonisk.

Att f &r harmonisk betyder att
2
x?

Om vi séitter

aven

? 2 +y2

2

fa) + 88—y2f<x,y> 0.

X

22 4+ y?’

-y

T 22t g2

sa ska vi alltsa visa att

2

Om vi ritar upp variabeltradet sa far vi

Kedjeregeln ger att
Of du L of af ov
ou dz ' Ov dx

0 T
=h) g

amf

+f2(U,’U
1-(2?2+9%) -2 22

2

0 0
@f(uvv) + 87y2f(u’ U) =0.

).gi
Or z2 + y?

= fi(u,v) - (22 + y2)2

71‘2+
- + fa(u,

SR Gy

+ halww) (-

v) - 2xy
(22 + 2)2

-y

x2+y2

2 -Zx)

Oy

f

8f 8u+8f v
du Jdy v ay

= filu)- 2

T

oy x2 + 32

= fi(u,v) - (_W : 2y> +

:fl(u’v)'(xz’_i

Ytterligare en derivering ger

82

da?

=

_ (8f1 ou

ou Ox

a 2

5z (N10) @;Tt,y
_ofi =2+t
T 0x (22422
df1 2xy
0r (22 +y2)?

0f1 Ov

ov Ox

-2z - (22

+ fi(u,

+ fa(u,
1o}

?)?

+ fa(u,v) -

_|_f2(u7v) . 3 -7

(1) - (> +9*) = (-y) - 2y
(22 + 12)2

2x
) Gt )

—2? + y?

Ve @ g

2zy
Oz (22 + 12)?

—2? + y?

).(x2+y22

+ y?)?

)

— (=22 +y?) - 2(22 +y?) - 27

+f1(uav)'

. (8f2 ou

ou Ox

(22 + )2

0 fs 81}) 2x

ov Ox
2y - (22 + %)% — 22y - 2(x? + y?)27

(x2 +
2

y
y?)?

+ falu, v)
- (fu(u,v)

+ filu,v) -

+ (farlu,0) -

—|—f2(u,11) ’

G
G

ﬂ
+y?

+y

ety
(2 +y
—62%y + 213

(2 +y?)*

2 + fia(u,

223 — 6zy?

OE

2)2 + fa2

(22 + 42)3

2xy ) —x° 4y
)

v
) (2+y22

(1, ) - 2xy | ) : 2xy

(2_|_y22 x2+y2)2



a2 4?2 _ 9.3 3
( y°) 22°y + 2xy Sammanlagt har vi

= fu(u,v)- (a2 )t + fi2(u,v) - R
outy 4 20y a2y 92 92 2,2 24,2
T o (uyv) - 2E Y20 T e o Jlu) = L CE )
1(u,v) (22 + y2)* + foz(u,v) (22 + y2)* 0x? fluw,v)+ y? fluv) = (22 4 92)4 (Fra(w,0) + foa(u,))
223 — 6xy? —62%y + 2y3
i) o) y+ 2y = { f harmonisk = f;; + foo =0} =
e 7 e 11+ f2=0}=0,
. ) - vilket betyder att vi visat (x).
Wf&y<f1(uav)'(x2_12_zy2)2+f2(%”)'m> |
4 Y
_0fi —2xy 0 —2uxy
by @y Y gy ey
Ofs —x%+19y? 0 —x2+19?
oy @R fawv) 3y (2 +y?)?

—2xy
12.5.18 Uttryck

(20 0u 01 vy
du By v oy (22 +y2)?
+ fi(u,v) - —2x (xQ + 92)2 — (—2zy) - 2(1'2 + 3/2)23/ o’ f(2z+3
(z2 +y2)* dwaye | 20t 3 T)
Jfy Ou  Jfy Ov —22 4+ i
dfs Ou | Ofs Ovy ¢ : . . . . .
i ( L 8y ik ay) (3:2 ~ y2)2 i termer av f:s partialderivator som alla &r kontinuerliga.
¢y @A) (2 407 2 + )2y
(22 +y?)* o L db .
(s 9wy ). 2% | oy m vi doper f:s tva argument till
(22 +y2)2 ) r ey
y?) (@ +y?)%/) (2% +y?)? =
oyt , u =2z + 3y
+ fi(u,v) - —2z” + b6xy”
) (22 + 2)3 V=
—9r _ 2 2 2 2 a i i
N <f21(u,v) ’ 2 yy2)2 ) : ;E++ Zy)z) ' : Qx +3)2 sa har f variabeltradet
X Y e +y
622y — 2y3 !
+ fa(u,v) - @1
242 r—qf—\ Hﬁv
_ dxcy 223y — 2xy3
fr1(u,v) (22 + y2)° +f12(U7U)'W r ¥y oz ¥
2.’E3 — 9 3 2 2\2 . ° .
+ fa1(u,v) - <x2y+ yz)Z’ + fa2(u,v) - ((9; _:—yZ)é)l Med kedjeregeln far vi
—22% 4 67> 6x3y — 23 of _0f ou  0f ov
+ filu,v)  ———— B v oudu v ou
fi(u,v) @212 + fa(u,v) @ 1 52 dy  Ou dy o dy
= fi(u,v) -3+ fo(u,v) - x



ﬂ — gy <3f1 (U, U) + fo(u7 U))

0y?

_ (%@ %@) (%@+%@)

"\ ou Oy Ov Oy . ou dy  OJv Oy
=3(fu1(uw,0) - 34 fra(u,v) - ) + x(for(u,v) - 3+ fao(u,v) - x)
= { flg, f21 kontinuerliga = f12 = f21 }

= 9f11(u,v) + 62 f12(u,v) + z2 fos (u,v)

3
it 0 (9f11(u,v) + 62 f12(u, v) + 22 fao (u, U))

Oz Oy? " or
o afll ou afn ov
=9( o)

ou Ox ov Oz
O0f12 Ou

ou Ox ov Oz
Ofa2 Ou 0fa2 c%)

+6f12(u71})+6x( 0f12 31})

ou Ox Oov Ox

= 9(f111(u,v) 24 fiiz- y)
+ 6 f12(u,v) + Gx(ful(u,v) -2+ fr22(u,v) - y)
+ 22 oo (u, v) + 22 (fa21 (4, v) - 2+ faza(u,v) - y)

= {f112 = fi215 fi22 = fonn }

= 18111 (u,v) + (122 + 9y) fr12(u, v) + 6 f12(u, v) + (222 + 62Y) fi22(u, V)
+ 22 faa (u, v) + 22y fa2 (u, v).

+ 2 foo(u,v) + z? (

12.6.2 Anvind en ldmplig linjarisering av funktionen

f(z,y) = arctan ¥
T

for att berdkna ett approximativt virde av funktionen i punkten (3,01;2,99).

Eftersom punkten befinner sig néra (3,3) och f och dess derivator #r enkla att
rikna ut i (3,3) sa viljer vi att linjarisera f i punkten (3, 3).
Taylors formel ger att

B of of z—3
fla =163+ (6.3 Fe0) (573) + A6 -30-3
dér
3 _ 1
f(3,3) = arctan 3 =™
of _ Y _
%(373) - :I:Q ¥ yQ w—y=3 - 1/63
of «x B
6_y N 2 + y2 r=y=3 a 1/6
Alltsa &r

flz,y) =37+ (—=1/6 1/6) (;‘;’) + Ry(z — 3,y — 3)

T— L@ —3)+ 1(y—3)+ Ra(x — 3,y — 3).

N

Ett approximativt virde av f(3,01; 2,99) far vi om vi bortser fran resttermen
(som férhoppningsvis &r liten)

£(3,01;2,99) ~ 1r — 10,01 + L - (—0,01) ~ 0,78206.

Notera att vi inte har nagon skattning av resttermen R, sa var approximation
ar osdker.



12.6.6 Anvind en ldmplig linjarisering av funktionen

2
flz,y) =ze’™

for att berdkna ett approximativt viirde av funktionen i punkten (2,05; —3,92).

Eftersom punkten befinner sig nira (2, —4) dir f #r enkel att rdkna ut sa viljer
vi att linjarisera f i punkten (2, —4).
Taylors formel ger att

fla = -0+ (e Sea) (577) + mate - 240

ox dy y+4
dér
F(2,-4) =242 =2,
OF _pevts®|  _o
dy i)
Alltsa ar

flz,y)=2+(9 2) <Z;i> + Ro(x —2,y+4)
=2+4+9(x—2)+2(y+4)+ Ra(x — 2,y +4).

Ett approximativt viirde av f(2,05; —3,92) far vi om vi bortser fran resttermen
(som férhoppningsvis &r liten)

£(2,05; —3,92) ~249-0,05+2-0,08 = 2,61.

Vi maste gora samma anméirkning som efter férra uppgiften. Eftersom vi inte har
nagon skattning av resttermen sa dr approximationen osédker.

12.6.16 Bestim Jacobimatrisen Dg(1,3,3) till transformationen fran R® till R® som
ges av

g(r,s,t) = (7"25,1"215, s? — t2)

och anvénd resultatet for att beridkna ett approximativt virde av g(0,99;3,02;2,97).

Jacobimatrisen till

g1(r, 8, t) r?s
g(r,s,t) = | g2(r,s,t) | = r2t
g3(r, s,t) 2 — 2
ges av formeln
991 891 Ogq1
or Os ot
b= (% i
% % 993
or Os ot
dar
0g1 g1 2 g
—_— = 2 — = _— =
or TS s =T g T
092 0g2 g2 2
or S s =0 Ty =
dgs Jgs 093
—= = —= =2 —= = —2t.
o =0 9 T
I punkten (r, s,t) = (1,3,3) &r
g 0g1 on
—(1 = —/(1 =1 1 =
M033=6 Pazn=1 D=0
g2 092 092
%2088 =6 azn=0 P33
g3 dg3 993
9931,3,3)=0 %(1,3,3) = 1,3,3) = —6.
083 =0 Pazy-6 Pss= -
Alltsa &r
6 1 O
Dg(1,3,3)= (6 0 1
0 6 —6



For att berdkna ett approximativt virde av g(0,99;3,02;2,97) linjariserar vi g i
den nirbeldgna punkten (1,3,3) och approximerar g:s virde i (0,99; 3,02;2,97)
med linjariseringens virde i samma punkt.

Taylors formel ger att

g(r,s,t)

r—1
=g(1,3,3)+ Dg(1,3,3) [ s =3 | + Ro(r — 1,5 — 3,t — 3)

t—3

12.3 6 1 0 r—1

2.3 ] +[6 0 1 s—3]| 4+ Ra(r—1,s—3,t—3)

32— 32 0 6 —6 t—3

3 6-(r—1)+1-(s=3)+0-(t—23)

3l +(6-(r—1)40-(s—3)+1-(t—3)| +R2

0 0-(r—1)+6-(s—3)—6-(t—3)

34+6(r—1)+(s—3)

3+6(r—1)+(t—3) | +Re

Linjariseringens vérde far vi genom att bortse fran resttermen

346-(—0,01) 4 0,02 2,96
9(0,99;3,02;2,97) ~ [ 3+6-(—0,01) + (—0,03) | = [ 2,91
6-0,02—6-(—0,03) 0,30

(Fortséttning av datorgrafik-
exemplet)

Ofta nir man ritar i rum-
met vill man inte bara proji-
cera punkter pa skdrmen utan
Q' ocksa riktningar.

Antag att vi har en rikt-
ning v utgaende fran punk-
ten @, vilken blir motsvarande
U1 riktningen w utgaende fran Q’
pa skidrmen.

Problemet &ar: Givet Q, E, P och w1, u2 samt v. Bestdm riktningen w i planets koordi-

natsystem.

Avbildningen fran rummet till skirmens plan ges av uttrycket

F:Qr (Fg(@

219)- s (R 22

—EQ - (PE x uy)

Den transformation som avbildar riktningar fran rummet till riktningar i planet
ges av differentialen dF'.

Differentialen har matrisen

VF;
VF) '

For att berdkna matrisen behover vi foljande rikneregler

1. V(EQ - (ax b)) =axb.

f

2. v(g

)

_Vfg-1fVyg

g2



Vi far
V(m ﬁX’UQ))_V[m'<ﬁXUQ)](m'(U1XUQ) (m P_E)xug) [m~(u1xu2)]
EQ - (uy x us) (m “1X“2)
_ (PE x u2)(EQ - (w1 X ug)) — (w1 x uz)(EQ - (PE x us))
(m%ulxug))z

(@ (PE x ul)) _ —V[EQ- (PE x w)] (EQ - (w1 x up)) — (EQ - (PE x w)) V[EQ - (w1 X us)]

m (w1 X usg) (m “(uq % uQ))2
—(PE x w)(EQ - (w1 X u2)) + (w1 x u2)(EQ - (PE x u))
(m (ug x uQ))2

Alltsa har dF 2 x 3-matrisen

1 ( [m,’u,l,l@] (ﬁ X UQ) — [m,ﬁ,uﬂ (u1 X ’LLQ))
(E4Q> (ug x u2))2 *[@,Ul,ﬂg](ﬁ X uy) + [ET)),P_E),ul](ul X ug))’

dér vi anvant oss av trippelproduktbeteckningen

la,b,c] =a-(bxc).
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