Lektion 7, Flervariabelanalys den 1 februari 2000 Sitt t = (x — 1) +y2 +2(z — 1). D ar

f(z,y) =log(t+1) =t — 1>+ 13+ O(t")
= (=12 +9?+2@-1) - $((z - 1) +¢* +2(z — 1))

+

12.9.2 Bestdm Taylorserien till funktionen
flz,y) =log(1+x+y+xy)
)’ +0( - 1,p)*
i punkten (0, 0). :(m—1)2+y2+2($—1)—%(( 1)2 2(x—1)+y2-2(:13—1)
+2(x —1)(z — 1) +2(z — 1)y* + 2(z — 1)2(z — 1) + O(z — 1,9)*)
+1B(z-1)°+0@-1,y" +0(z—1,y)*

Vi kan faktorisera argumentet till logaritmen och férenkla funktionen — e —1)— (z - 1)2 Fo? 4 %(x _ 1) 2 — 1)y2 YOz -1, y)4
f(@,y) =log(l+z+y+ay) =log((1+z)(1+y)) Taylorpolynomens entydighetssats ger att Taylorpolynomet av grad 3 &r
= log(1 + z) +log(1 +y). Py(z,y) =2(x—1) — (2 — 1) +y* + 2(x — 1) — 2(x — 1)y°.

Nu kan vi Taylorutveckla termerna separat,

o0 o0
fla,y) =) (-1 ’““‘T +3 (-1 ’““y
k=1 k=1
0 k
xk +
= Z( 1)k+1 A i 12.9.12 Bestdm Taylorpolynomet for funktionen
k=1 142
@) = T
av grad 2 i punkten (0, 0).
Vi kan skriva om funktionen som en produkt av tva faktorer
1
zy)=1+2z) ———.
fla,y) =1 +2) T
Den forsta faktorn &r sitt eget Taylorpolynom. I den andra faktorn sétter vi
12.9.8 Bestdm Taylorpolynomet fér funktionen t =22+ y4 och far
2 2
f(z,y) =log(z” + y7) flz,y)=(1+2z)- i { geometrisk serie }
av grad 3 i punkten (1,0). =(1+a)- (1 —t+ O(t2)) =(1+x)- (1 — (2 +yh) + O(aﬁ,y)g)

=1—-2?+2+0(z,y)>
Taylorpolynomens entydighetssats ger att Taylorpolynomet av grad 2 &r
Forst skriver vi om argumentet till logaritmen i termer av z — 1 och y Py(r,y) = 1+ — 2
2\4, - - .

P4yt =@ -1 1422+ =@ -1 +¢y* +2@x-1) + 1.



13.1.2 Bestdm och klassificera alla kritiska punkter till

flz,y) =zy—2+y.

En punkt p &dr en kritisk punkt om

I vart fall ar

%:yfla g:@»+1’ vf:(y717$+1)

Villkoret (x) ger dirfor att
y—1=0, r=-1,
{x—|—1:O, < {y:l.
Punkten p = (—1,1) &r alltsa den enda kritiska punkten.

Punktens karaktér avgors av funktionens andraderivator i Taylorutvecklingen
i punkten

°f 2f
f(p+h) :f(p)+hT Ox? (p) axay(P)

: A h+ O(h)®.
iz (0) 55 ()

Om den kvadratiska formen #r positiv, negativ eller indefinit sa &r p en lokal
minimi-, maximi- respektive sadelpunkt.
Vi har att Hessianen i p ar

H(-1,1) =

2 2

=) ahmY (0 1)
2 2 - M

iz (p)  5E (D)

H:s egenvérden ges av den karakteristiska ekvationen

A -1
-1 A

& A=—1 eller A=+1.

0 =det(AM — H) =

\=A2—1=<A—1><A+1>

Eftersom egenvirdena &r —1 och +1 har den kvadratiska formen den kanoniska
formen

—(hy)* + (h5)*,

vilket betyder att det finns en riktning dér den kvadratiska formen &#r negativ
och en riktning dér den &r positiv, d.v.s. den ar indefinit och p &r en sadelpunkt.

13.1.4 Bestdm och klassificera alla kritiska punkter till

fla,y) =a" +y' —day.

De kritiska punkterna uppfyller

Vf=0, (*)
diir
%:43—4, %:4313—4:5
Alltsa ér ()
42® — 4y = 0, (1)
4y — 4z = 0. (2)

Fran (1) far vi att y = 23. Detta insatt i (2) ger
2 —2=0 & 2=0, z=-1 eller z=1.

Ekvationsystemet (1), (2) har alltsa 16sningarna

(z,y) =(0,0), (1,1) och (—1,-1).



Dessa kritiska punkters karaktéir avgors av den kvadratiska formen i Taylorut-
vecklingen, d.v.s. av om Hessianen

82
g [P aE®) _(12332 —4)

—4 122

4r positiv, negativ eller indefinit.
Vi undersoker punkterna var for sig.

(0,0):  Vihar

H(0,0) = (_04 04) .

Den karakteristiska ekvationen ar

A0
0 A

& A=—4 eller \N=4.

O:det(/\I—H):‘ ‘:)\2—16

Eftersom ett egenvirde dr negativt och ett &r positivt &r H indefinit
och (0,0) en sadelpunkt.

(1,1):  Vihar

H(1,1) = <51 I;l) .

Den karakteristiska ekvationen ar

=(\—-12)%—4.

0=det(\[ — H) = ‘A;u /\412'

Istéllet for att 16sa ekvationen kan vi berdkna HL i nagra ldmpliga
punkter.

o positiv

positive

\

6 1'2 10i00

Satsen om mellanliggande virden ger nu att de tva rotterna ligger i
vart och ett av intervallen (0,12) respektive (12,10'9), d.v.s. H har
tva positiva egenvirden och &r positivt definit.

(1,1) &r en lokal minimipunkt.

(=1,-1) : Vi har
12 —4
H(-1,-1) = (_4 12) .

Detta &r samma matris som ovan. Alltsa d&r H positivt definit
och (—1,—1) &r en lokal minimipunkt.

13.1.6 Bestdm och klassificera alla kritiska punkter till

f(z,y) = cos(x + y).

Gradienten till f ar

Vf:(af of

9r oy) = (s +y),—sinGz +))
som &r en nollvektor da
—sin(x +y) =0 & x+y=nrt (n heltal).

De kritiska punkterna &r alltsa en samling linjer.

~




Eftersom linjerna har denna orientering ér det naturligt att byta basvektorer i R?
till en bas dér en av vektorerna &ar parallell med linjerna.

Om vi betecknar koordinaterna i denna bas med (u,v) s& &r
f(u,v) = cosu.

Eftersom f bara beror pa u sa har f en graf med utseendet

d.v.s. grafen har samma utseende lings v-axeln och dr en s.k. cylinderméngd. Om
f(u) = cosu dérfor har ett lokalt max i « = uy s har f(u,v) en hel "rygg” med
maxpunkter; dito for min- och sadelpunkter.

maxvarden

minvarden

Vi vet att f(u) = cosu har

lokala max i w = 2n7 (n heltal),
lokala min i u = (2n + 1)7 (n heltal,)

vilket betyder att f(u,v) har

lokala max lings linjerna u = 2nm (n heltal),

lokala min lings linjerna u = (2n + 1)7 (n heltal),

eller 6versatt till x, y-koordinater

lokala max lings linjerna z + y = 2n7 (n heltal),

lokala min lings linjerna @ + y = (2n + 1)7 (n heltal).

13.1.12 Bestdm och klassificera alla kritiska punkter till

1
(Sl e
Vi har att

of 1

9 _ (—142
Ox (1—xz+y+22+y?)? (=1+2a),
of 1

U - (14 2y).
oy (1—z+y+ a2+ y?)? (1+2y)

Gradienten till f blir noll i punkten (z,y) = (3, —3).



Istéllet for att undersoka Hessianen i den kritiska punkten noterar vi att
ndmnaren i funktionsuttrycket &ar ett kvadratiskt uttryck som vi kan kvadrat-
komplettera; forst med avseende pa = och sedan med avseende pa vy,

l—zty+a+y’ =1+ (-3 —1+y+4°
=i+ W+ -3
=z +@E-3)"+ W+

Fran detta uttryck ser vi att ndmnaren har ett minimum i den kritiska punk-

ten (z,y) = (3,—31), vilket ger att funktionen har ett maximum i punk-
ten (3, —3).

13.1.18 Bestam storsta och minsta vardet av

flz,y) =

v
L4224 y2

Funktionen antar sitt storsta respektive minsta viéirde i en av foljande punkter:
1. kritiska punkter, d.v.s. dir Vf =0,
2. punkter diar V f inte existerar, och
3. randpunkter till definitionsomradet.

Vi undersoker dessa punkter

1. De kritiska punkterna uppfyller

Vf= (%’%) = (0,0).
Vi har

of 1-(1+a2*4y*) -z 2z 1— 2% +92

dr — (1+a%+y?)? (1422 +y2)?
g_0~(1+x2+y2)—x-2y_ —2xy
oy (1422 +y2)? (1422 +y2)?

(*) ger alltsa ekvationssystemet
1—-2*+4* =0, (1)
—2zy = 0. (2)
Ekvation (2) ger att antingen &r x = 0 eller sa &r y = 0.

x=0: Ekvation (1) ger 1+ y? = 0 som saknar reella losningar.

y=0: Ekvation (1) ger 1—22 = 0 som har 16sningarna z = —1 och z = 1.
De kritiska punkterna ér alltsa (—1,0) och (1,0).

2. Betraktar vi uttrycket for V f,

1

Vf= (1+ 22+ y2)2

(1 - ‘T2 + y25 721‘:@’)7

sa ser vi att Vf dr definierad overallt (ndmnaren > 1 > 0).

3. Eftersom f:s definitionsméngd &r hela talplanet dr den enda s.k. randpunkten
da vi later ||(z,y)|| — oo.

Funktionens storsta och minsta virde dr nagot av foljande virden

lim z,y) = 0.
\I(%y)l\—)OOf( v)

Svaret ar

Stérsta véirde 1 i punkten (1,0).
Minsta véirde —3 i punkten (—1,0).

Anm. Vi behover inte undersoka de kritiska punkternas karaktir med Hessianen, ut-
an det racker med att jamfora f:s viarde i de framtagna punkterna fér att bestdmma
storsta,/minsta virde.

Anm. Hade grinsvirdet varit storst eller minst skulle f inte haft ett storsta respektive
minsta vérde.



13.1.22 Materialet som anvénds for bottenplattan till en rektangulir lada kostar dub-
belt sa mycket per areaenhet &n materialet som anvénds for sidoviggar och ovansida.
Bestdm ladans dimensioner som f6r en given volym V minimerar materialkostnaden.

Vi inf6r tre variabler z, y och z som anger ladans dimensioner.

T Y

Om materialet till bottenplattan kostar 2A per areaenhet s& kostar materialet
till sidovéggar och ovansida A per areaenhet.
Hela ladans kostnad blir

K(z,y,z) = 2A - (bottenplattans area)
+ A - (sidoviiggarnas area + ovansidans area)
=2A -2y + A- (2zz+ 2yz + zy) = A(Bzy + 222 + 2yz).

Dessutom ska ladan ha en fix volym V', vilket betyder att
xyz =V.
Problemet kan alltsa formuleras som

min 3zy + 2zz + 2yz,

o zyz =V,
da {x,y,zz().

Fran bivillkoret zyz = V kan vi 16sa ut z = V/xy och problemet far formuleringen

2
min 3zy + — + —,
Y x
da z,y > 0.

B 2V 2V . D 1
Satt f(x,y) = 3zy + — + —. Minsta viirdet av f antas i nagon av f6ljande
punkter Y r

1. kritiska punkter (Vf = 0),

2. punkter diar Vf inte existerar, och

3. randpunkter.
Vi undersoker dessa fall.

1. De kritiska punkterna uppfyller

vi=(5.5) =00, ()
dér
g—?)y—g, %:333_&_
oz 2 Oy y?
(*) ger ekvationssystemet
2%y — 2V =0, (1)
3vy? — 2V = 0. (2)

Multiplicera (1) med y, (2) med x och ta differensen
—2Vy+2Vzx =0 & T =1y.
Detta insatt i (1) (eller (2)) ger

1/3

WP—-2v=0 & y=(3V)

(V1IN

En kritisk punkt &r ((2V)1/3, (2V)/3).
2. Gradienten V f existerar dverallt utom da z = 0 eller y = 0.

3. Randpunkterna till omradet &r linjerna x = 0 och y = 0. Eftersom omradet
dessutom ir obegriinsat maste vi dven betrakta fallet da ||(z,y)|| — oo, vilket
i detta fall svarar mot x — oo eller y — oo.

Funktionens minsta virde &r nagot av foljande virden

FAV V) =367 v gr)

= 92/3.34/3 . y2/3,



Ladans dimensioner ska vara

wWin wWiny
)

w

<=}
=



	Lektion 7
	12.9.2
	12.9.8
	12.9.12
	13.1.2
	13.1.4
	13.1.6
	13.1.12
	13.1.18
	13.1.22


