Lektion 9, Flervariabelanalys den 3 februari 2000

13.5.2 Genom att ersdtta t med xt i den vilbekanta integralen
o0 2
/ e VUdt =7
— 00

och derivera med avseende pa x, bestdm

R 2 R 2
/ t?e " dt och / tre ™ dt.

Vi ska borja med att derivera integralen som uppstar utan hinsyn till de krav vi

maste kontrollera att integranden uppfyller. Forst nir vi vet att utrdkningarna

ger onskat resultat kontrollerar vi att integranden uppfyller villkoren som stélls.
Ersdtter vi ¢t med «t blir integranden

2t2

flz,t)y=¢""

och vi har
/ f(x,t)dt:/ e_””ztzdt:{s:xt; ds =xdt}
1 o 2
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|z /oo ||

Deriverar vi bada led fas

d o d > _z242 o * 9 _z242
%VL—% 7006 dt—/;oo%e dt

= / e~ (—thz) dt = —2x/ 2ot dt,

— 00

vilket ger

och med x =1,

o0 2
/ et dt=1ym

— 00

Deriverar vi () ytterligare en gang fas

2 0
d— VL = i —23:/ 26~ gt
dx? dx oo

— —2/ 2e= gy Qz/ gt%*l’?” dt
X

= —\/—f sgnax — 29&/ t26_12t2(—2xt2) dt
z — 00
oo
= —\/—f sgnx + 4z2 / the=at* dt,
x — 00
d? d/ 7 2./7
EHL* %(7? Sgnx) = $3 sgn .,

vilket ger

och med z =1,

For att deriveringen av integralerna ska vara legitim maste foljande villkor vara
uppfyllda

1. / flx,t)dt, %(x,t) dt existerar,
o0*f o0

== < a

2 ‘5‘x2’ < g(t), dar /_OO g(t) dt < oo,

3. / h(z,t) dt,/ %(l‘,t) dt existerar, och

0%h 00
. _ .
4 —MZ‘ < k(t), dar / k(t) dt < oo,

— 00



for alla x i en omgivning av 1, dér

fla,t) = et
h(z,t) =t et

Alla dessa villkor reduceras i slutdndan till att visa att integraler av typen

o0 2,2
/ the " dt
— 00
dr konvergenta.

Jamfor vi med den konvergenta integralen av 1/t% i t = oo,

(n naturligt tal)

2,2
th e t
Jim e = Jim ¢ =0 (@ £0)

ger jamforelseprincipen att () dr konvergent.

13.5.7 Beridkna

< dt
0 rZ4t?

och anvind resultatet for att berdkna

/°° dt och /°° dt
0 (@24 12)2 o @2+ 2)3

Vi har
< dt 1/°° dt
= ——— ={s=t/x; ds=dt/x
/ A R o}

22412 a2 (t/x)

1 /°° ds 1 [ " ro T
= — —— = —larctans| = —.
lz| Jo 1482 |z 0 2|z|

Vi deriverar bada led

de ~ dx Jy 22+t ), Oxa?4+t2

*° -1 o dt
= s 2xdt = =2 —5
|, et | o

m
() dx dr2lz| ~ 222 SR,

vilket ger

iVLfi/mLf/OOﬁ#dt
de ~ dzx Jy (224122 J, Ox (22 +12)2

< =2 o dt
- . 2pdt=—4 —
|, wap i | o

d d

dr HL = 5@ sgn T = —@ sgn .,

vilket ger

/°° dt 3
= sgn .
o (224123 16x° &

For att kunna motivera deriveringen av integralerna maste villkoren i sats 13.5.5
vara uppfyllda. Dessa villkor bestar visentligen av att visa att integraler av typen

o0 tm .
/0 @)y dt (m < n naturliga tal)

konvergerar, vilket man gér genom att jimféra med 1/t% i t = oo.



13.5.10 Los integralekvationen

flz) = C’ac—l—D—l—/Oz(m—t)f(t)dt.

Vi ska begrinsa oss till att soka efter 16sningar som uppfyller villkoren for deri-
vering av integral.
Vi deriverar integralekvationen

%Vsz'(w)a
%HL:C+%/OE($_t)f(t)dt
:c+%/o¢(x—t)f(t)dt+% Ox(w—t)f(t)df
=C+(@—t)f(t)],_, + za%(m—t)f(t)dt
=C+ mf(t)dtv
0
d.v.s
ﬂm:C+Af@ﬁ~ ()

Ytterligare en derivering ger
f(x) =0+ f(z).
Denna differentialekvation har den allménna losningen
f(z)=Ae® +Be™".
Integralekvationen har randvillkoren
f(0)=0+D+0=D,
f0y=Cc+0=C, (fran (x)),
vilket ger ekvationssystemet

A+ B =D, (1)
A—-B=0C. (2)

(1) + (2) och (1) — (2) ger

Alltsa dr 16sningen

14.1.4 Bestdm Riemannsumman av integralen

I://D(5—x—y)dA

for partitionen av rektangeln D : 0 < z < 3, 0 < y < 2 som bestar av sex kvadrater
med sidldngd 1 enligt figuren,

Y

A~

2

och med valet av partitionspunkt (7}, ;) som nedre héger hérnpunkt.

Vi indexerar forst partitionselementen med ett indexpar (4, j) dér ¢ ansvarar for
upprikning i horisontell led och j for vertikal led.

Y

A~

(1,2)[(2,2)|(3,2)

(1,1)[(2,1)|(3,1)




I figuren har vi ocksa ritat in partitionspunkterna.

Eftersom partitionspunkterna &r separerade med avstandet 1 bade horisontellt
och vertikalt, och index (1,1) svarar mot punkten (1,0) ges koordinaterna for
partitionspunkterna av

‘CEZ] =1,

y;kj =j—-1L
Riemannsumman blir

SO flaluy) Adi= > flij-1)-1
1<i<3 1<i<3
1<5<2 155<2

:f(lvo)+f(1a1)+f(270)+f(271)+f(3’0)+f(3a1)
=44+3+3+2+2+1=15.

14.1.8 Lat D vara cirkeldisken 22442 < 25 och P partitionen av kvadraten —5 < z < 5,
—5 <y < 51ietthundra 1 x 1-kvadrater enligt figuren.
Y

~

5

Approximera dubbelintegralen

J= / /D f(z,y) dA,

dir f(z,y) = 1, med Riemannsumman R(f, P) genom att vélja partitionspunkter-
na (xj;,y;;) som den hérnpunkt i partitionskvadraten mest avlagsen fran origo.

Eftersom f &r noll utanfor disken D och 1 innanfér, &r Riemannsumman antalet
partitionspunkter innanfér D ganger partitionselementets area.

Y

N

P.g.a. symmetrin behover vi bara rdkna bidragande partitionspunkter i forsta
kvadranten och multiplicera resultatet med 4.

R(f,P) =4-15 = 60.

14.1.10 Berdkna integralen J fran uppgift 14.1.8.

Integralens virde ar arean av cirkeldisken D,

J=m-5%=25m.



14.1.14 Berikna foljande dubbelintegral medelst inspektion,

//D(a:—i—?))dA,

dér D ér halvdisken 0 < y < /4 — x2.

Omradet D ir 6vre halvan av cirkelskivan z? +%2? < 4 med mittpunkt i origo och
radie 2.

\
7

-2 2

Integralen kan med linjériteten delas upp i tva,

//D(x+3)dA=//Ddi+3//DdA_

Integranden i den forsta integralen i hogerledet &r en udda funktion av x, och
eftersom integrationsomradet &r origosymmetriskt i xz-led &r integralen noll.
Den andra integralens virde &r arean av D, d.v.s. %77 22 = 2. Alltsé &r

//D(:c +3)dA = 6.

14.1.20 Berikna foljande dubbelintegral medelst inspektion,

//S(x+y) dA,

dir S dr kvadraten 0 <z <a,0<y < a.

Vi delar upp integralen med linjériteten

| eevaa= [[ zias [[ yaa

Eftersom kvadraten dr spegelsymmetrisk i z och y ((z,y) < (y,x)) &r integralerna

i hogerledet lika,
// (x+y)dA:2// x dA.
s s

Virdet av integralen i hogerledet #r volymen under funktionsytan z = f(x,y) = =
inom kvadraten S.

X

Denna volym ir a2 - a = 143, Alltsd &r
y 2

//S(gc +y)dA = a®.
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