Parameterkurvor

En parameterkurva

x(t))
r=r()= a<t<b
©) (y(t) ( )
beskriver en kurva i planet.
Y
> T

Nar vi later t ga fran t = a till £ = b sa genomlops parame-
terkurvan fran startpunkten r(a) till slutpunkten r(b).

Observera att en parameterkurva &r mer &n den geomet-
riska kurvan. Till varje punkt pa kurvan finns dessutom ett
t-varde.

Nagra vanliga parameterkurvor

Rat linje

O}/ > L

\
4

En rit linje genom punkten P och
med riktning v har parametrise-
ringen

r(t) = OP + tv

(—o0 < t < 00).

En cirkelbage med mittpunkt i P
och med startvinkel 8y och slut-
vinkel #; samt radie r har para-
metriseringen

w0y — OP 1 (rcosH)

rsin @

En ellips med mittpunkt i P och
halvaxlar a och b har parametri-
seringen

=07+ (12)

bsint

(90 <0< 01)

(0 <t<2m).



Funktionsgraf

Grafen y = f(z) (a < x < b) har
parametriseringen

rt) = (fft))

(a <t <b).

Plan kurva

En plan kurva dr den méngd i planet som uppstar av en

parameterkurva r = r(t).

En plan kurva &r alltsa en parameterkurva utan parametri-
sering.

Notera att en plan kurva kan ha manga olika parametri-
seringar (beskrivningar) och fortfarande vara samma kurva.

> T

Riktningsvektor

En parameterkurva r = r(¢) har i punkten som svarar mot
parametervardet ¢y riktningsvektorn

Y 7(to)

éo)

> XL

dar & och gy betecknar derivatan av x respektive y med av-
seende pa t.

Regulir parameterkurva
En parameterkurva ar regulér om

7(t) # 0 f{or alla parametervérden t.



Bagliangd
Givet en parameterkurva
r =r(t) (a <t <b).

Vi ska bestdmma dess ldngd.

Dela in parameterintervallet [a,b] i delintervall med
andpunkter {tg,t1,...,t,}. Detta ger samtidigt en indel-
ning av parameterkurvan

i

I varje kurvstycke approximerar vi kurvan med ett linje-
stycke

déar r, = T(ti).

n

> L

\
4

> L

och kurvans ldngd L med summan av linjestyckenas langd

Léngden av ett linjestycke ar
Tit+1
L; = |rip1 —ri| = |Aryl.
r;

Later vi indelningen av kurvan ga mot 0, d.v.s. n — oo, far
vi den verkliga ldngden

n—1 n—1
Ar;
L=lim Y |Ar| = lim Y At é
i=0 i=0 i

= { Differentialkalkylens medelvérdessats }

n—1

b
= { Riemannsumma } = / |7(t)]| dt.

Uttrycket |7(t)|dt kallas for baglingdselementet.



Area av en rotationsyta
Givet en parameterkurva
r=r7r(t) (a <t <b).

Vi ska bestdmma arean av den yta som uppstar nir kurvan
roterar kring en av koordinataxlarna.

Precis som tidigare delas parameterkurvan upp i sma kurv-
stycken. Varje kurvstycke roteras kring koordinat-axeln och
rotationsarean blir summan av kurvstyckenas rotationsare-
or.

Vid rotation kring x-axeln kan vi skriva rotationsareaele-
mentet som

--.-_ - - ...--hh\.
SV
-y : : dA = omkrets - baglangdselementet
LT~ = 2my(t) - |#(t)] dt
:', |:' -_.';.."l
|l'. 'l'-\.\h_.‘_._‘-_':.:'.-

Rotationsarean far vi genom att integrera upp areaelementet

b
A= /dA _ / dmy(t) - ()] dt.
a
En rotation kring y-axeln ger istéllet rotationsareaelementet

bk dA = omkrets - baglangdselementet
I = 2ma(t) - |i(t)| dt

och rotationsarean

A= /dA: /ab omx(t) - |7 (t)| dt.



Poliara koordinater

En punkts ldge i planet kan bestdmmas om vi anger dess av-
stand r fran origo och den vinkel 6 som punkten har relativt
x-axeln.

~

Talparet (r, ) kallas for punktens poldra koordinater.
En punkt med poldra koordinater (r, ) har de kartesiska
koordinaterna

T =17rcosf

y =rsinf

Observera att en punkt kan ha manga olika poldra koor-
dinater

(r,0), (r,0+2m), (r,0+4m), ...

Ofta later man dérfor 0 < 6 < 27. Pa samma ger negativa r
upphov till mangtydighet.



Parameterkurvor i rummet

En parameterkurva

x(t)
r=r(t) = [yt

(t)

beskriver en kurva i rummet.

(a <t<b)

z

Riktningsvektor

En parameterkurva r = r(¢) i rummet har i punkten som
svarar mot parametervérdet ¢ riktningsvektorn

7(to)
j_f(t)
r(t) = ZEE; ~ r(to)
VAl

Enhetsvektorn ar 7(t) /|7 (t)|.

Antag att u(t) och v(t) ar vektorer och () &r en skalér.

1.

2.

Léngden av parameterkurvan r = r(t) (a <t <b) &r

Réakneregler

4 (u(t) +v(t) = w(t) + o(t)

i (A®u(t) = AMu(t) + AB)a(t)
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Bagliangd

L= /ab\i“(t)\dt.



Baglingdsparametrisering
Om en parameterkurva
r=17r(s) (a <s<b)

har egenskapen att alla punkter pa kurvan har ett
parameterviarde som &r lika med deras avstand
lings kurvan till startpunkten, da sdgs kurvan vara
baglingdsparametriserad.

Mera formellt lyder villkoret
/ |7(0)|do=5s—a for alla s. (%)

Sats 7 = r(s) dr baglingdsparametriserad <
7(s) dr en enhetsvektor for alla s.

Bevis (=) Derivera (%) m.a.p. s

:—/|r ) do = i(s)| = 1L = 1.

(<) Eftersom |r(s)| =1 &r () uppfylld.

En mekanisk tolkning

Om en partikels ldge ges av r = r(t), dar ¢ &r tiden, da ar
partikelns

hastighet = 7(t),
fart = |7(t)],

acceleration = #(t).

Om partikelns fart ar konstant,
da ar accelerationen riktad mot
rorelsens centrum.
Accelerationens belopp &dr da
ett matt pa hur mycket kurvan
kroker sig.

T

Definition Krokningen for en baglangdsparametriserad

(konstant fart 1) kurva r» = r(s) definieras
som

r(s) = |7(s)].

Om £(s) =0 da ar kurvan en rét linje.
Om k(s) = 1/R da ar kurvan en cirkel med radie R.

Sats  For en allmént parametriserad kurva r = r(t) géller
att krokningen i punkten r(t) ar
r(t) X r(t
iy [0 < 0]

() °



Funktioner av flera variabler

En funktion f som avbildar punkter (z1,...,x,) € R" till
varden 1 R kallas for en reellvard funktion av n variabler.

f
f(z,y,2)

Definitionsméngden till f &r den mingd i R" dar f ar defi-
nierad.

Vardeméngden till f &r alla de reella varden som f antar
da (z1,...,x,) varierar 6ver definitionsméngden.

Nivakurva
Om vi antar att f: R> - R

Yy f

f(z,y)
°($,y)

X

For varje virde C i f:s virdeméngd finns en méngd i defi-
nitionsméngden pa vilken f antar virdet C,

flz,y) =C.

Typiskt dr denna miingd en kurva i R?.

O S
x
Alla punkter pa denna s.k. nivakurva har alltsa samma funk-

tionsvérde C.
For olika virden pa C uppstar olika nivakurvor.

/\

T



Nivayta

For funktioner f: R® — R blir den miingd dér f antar ett
fixt virde, f(x,y,2) = C, en yta.

z

X

Olika C-varden ger olika nivaytor.

z

Funktionsgraf
y = f(=)
Till varje punkt x pa x-axeln markerar vi punkten (:U, f (x))
Y Y
f@)t (@ f@) @)t A
2 2
x x

Nar detta gors for alla x i definitionsméngden uppstar en
funktionsgraf.

z = f(way)

Till varje punkt (x,y) i z,y-planet markerar vi
punkten (z,y, f(z,y)).

z
f(x,y)t\
(z,y, f(z,y))
—

@, y)

X

Nar detta gors for alla (x,y) i definitionsméngden uppstar
en funktionsgraf.



Griansvarde

Gransvardet

lim r,y)=A
(wpy)—>(a7b)f( 2

definieras som

Oavsett hur litet € > 0 vi véljer sa ska det finnas
ett 0 = d(e) > 0 sa att

‘f(ZC,y)—A‘ <é€

for alla (z,y) s.a. 0 < [[(z,y) — (a,b)| < 6.

s

)

@y el
(2,9) 4

Ul

Réakneregler

Om lim f och lim g existerar, da géller
l. lim(f £¢g) =lim f £limg
2. lim(f-g) = (lim f) : (limg)

3. lim L — B2/
g limg

4. lim F(f(z,y)) = F(lim f(z,y))
om F' #r kontinuerlig i ¢t = lim f(z, y).

om limg # 0

Kontinuitet
Funktionen f: R®> — R ir kontinuerlig i (a, ) om

lim  f(z,y) = f(a,b).

(z,y)—(a,b)



Partialderivata Analytiskt definieras de som

Lé,t fR2—>R %(p :hlnbf(x0+h7y0}1_f($0)y0)’
(Y S g()_l f(zo,y0 + k) — f(wo,y0)
™~ T oy ) = k% k |
P Andra beteckningar ar
x
()= 7o) = D10,
Partialderivatorna of
of o a—y(p) = f2(p) = D2f(p).
5, oc a—y(p)

Partialderivatorna kan geometriskt ses som lutningen av

miiter den relativa indringen av f:s virde i p = (20,0) i funktionsgrafen i p parallellt med koordinataxlarna.

riktning parallellt med z- respektive y-axeln.

y f z z
/\ o T T

y f w” op
a0

b L(p) - A+o(A) lutning = %(p) lutning = g—i(p)

I

oD Y

S e

For f: R" — R definieras partialderivatorna analogt.



Normalvektor Ho6gre ordningars partialderivata

Funktionsytan z = f(x,y) har i punkten (p, f (p)) normal- De partiella derivatorna kan i sin tur deriveras partiellt.
vektorn 5 f 5 af
n=(2 ). % 4. ). 0 ~ 3 (2)
., Ordy Ox \0y
n
: )
[ Oyodx Oy \Ox

o ¢ 0 /0f
Jrzs = 0x3 <8x2 (8:{:1))

Sats Om f: R" — R och f;;, f;; &r kontinuerliga i en
omgivning av p, da géller att

fij(p) = fii(p).



Kedjeregeln
Om f &r en funktion av n variabler,

f=flxe, ..., xp),

dér variablerna beror i sin tur pa m andra variabler

r1 =21(Y1, - s Ym)

Tn = Tu(Yly- - Ym)-
Da ar
0f _ Of dny _ 0f 0z2  Of Oy
Oy;  Ox1 Oy;  Oxo Oy Ox, Oy;




Differentialer I df kallas for differentialen till f och &r en linjar avbildning

av riktningar utifran p till viardedndringar i R.
Antag att f: R" — R och fixerap € R". _ o
Om vi ror oss i riktning parallellt med en av basvektorerna e;

sa vet v1 att ar andringstakten =--(p), alltsa ar
f : iatt fh dri kten 5t 1lts
y of
f(») df(ei) = 5,-()-
f
Nar vi ror oss i riktning v utifran punkten p sa anger df (v) — ;\ of ()
andringstakten av f. p a; \P
f
P - T p liten positiv
X’ f(v) dndring av f:s Eftersom df &r en linjar avbildning sa maste f ha 1 x n-
Uy varde i riktning v. matrisen
f (df(er) df(e2) --- df(en))
, T~ stor negativ = (aa—:fl(p) ﬁ—i(p) %(P)) :
andring av f:s
B df (w) vérde i riktning w. Denna matris kallas fér Jacobimatrisen till f i punkten p.

Notera att df ocksa beror av baspunkten p. Ibland brukar
man dérfor skriva df,.



Differentialer 11
Antag att f: R®> — R? och fixera p € R®.

f1 (P)
f2 (P)

Om vi utifran punkten p ror oss i riktning v sa anger df (v)
andringstakten av f, d.v.s. bade hur mycket och i vilken
riktning f dndras.

M df(v)

=<,

Om vi ror oss parallellt med xz-axeln (e,-riktningen) sa vet
vi att f har dndringstakten

of1
#@@(ﬁwv-

By (p)

Pa samma satt har vi att

5 (p) 8 (p)
e)=| % oc e.)=| 9 )

Eftersom df &r en linjar avbildning av riktningar utifran p
till &ndringsriktningar i f(p) har df 2 x 3-matrisen

I %Wp) WLk Lo)
. ox Y 9z
df (ex) df(ey) df(e.) | = (%J;f(p) 3_1;2(p) %fj(p)>'

Detta &r Jacobimatrisen till f i punkten p.

Nabla

En behéndig beteckning &r nabla V som dr radvektorn
o o B
v=(&% & &)

Med denna symbol kan Jacobimatrisen ovan sammanfattas

Vfi(p)
V fo (p) '



Differentialer III
Antag att f: R™ — R" och fixera p € R™.

f

f1(p)
[ 7 Taw=|
P fn(p)

Differentialen df avbildar riktningsvektorer utgaende fran p
till &ndringsvektorer utgaende fran f(p).

f

T
- /L\.g(v)

df har n x m-matrisen

9fr  9fr of1
ox1 Oxo e OTm
9f2  Of2 Of2
8%1 6302 e awm
Ofn  Ofn Ofn
8331 8332 8a:m

Sammansittningar

Antag att g: R — R™ och f: R™ — R".

g I
/\ /\
-g(x)
Rm

Da kan vi bilda den sammansatta avbildningen f o g som

x— g(x) — f(g(x)).

I koordinatform blir detta

fi(g(=))
fogte) = | 2@,
fa(g(@))
dar
91(x) g1(@1, ..., @)
g(x) = g2(x) | _ | 92(@1,... ,w)
gm () gm (1, Tk)



Kedjeregeln Linjar algebra repetition

Differentialen d(f o g) till den sammansatta funktionen av- Om T: R™ — R" ar en linjar transformation da har T
bildar riktningar enligt monstret matrisen

dar {ey,es,... e, } ir standardbasen for R™.

Eftersom differentialer ar linjara avbildningar svarar sam-
mansattningar mot matrismultiplikationer. d(fog) avbildar
riktningen u pa

d(f o g)(u) = w = df (v)

= df (dg(u)) = df o dg(u)

Oh ... Oh 991 .. 9q1
oY1 OYm Ox1 Oz

e e T T ('U,) .
oy1 OYm ox1 oxy,

d(f o g):s matris



Riktningsderivata och gradient

Antag att f: R" — R.

v /_N

\p f(p)

df (v)

Andringstakten av f i en riktning v utgaende fran p ges som
bekant av

U1
vw=(ZL - Y[ nlhn

Ett annat namn pa denna storhet &r riktningsderivatan till f
och betecknas

n

Duf(0) =gl oot (+

Genom att infora gradienten

sz(g—i,...,%)

kan (x) skrivas

Dy f(p) =v-Vf(p). (1)

832'1 E

Gradientens geometriska innebérd

Antag att f: R"™ — R och betrakta p pa en nivayta till f

7

L '

Om vi utifran p véljer en riktning v som é&r parallell med
nivaytan sa &r riktningsderivatan till f i v-riktningen noll
eftersom f inte dndrar virde langs nivaytan.

.

Detta betyder att

Dof =0

Dof=v-Vf=0

for alla v parallella med nivaytan.
Med andra ord &ar V f vinkelrdt mot nivaytan.

EJ_) Vfp)



Implicita funktionssatsen I
Antag att f: R* — R och betrakta sambandet

f(z,y) =0.

Ett sadant samband &r uppfyllt for punkter langs O-
nivakurvan i x, y-planet.

Y

X

Lokalt kring en punkt p gar det oftast att fran sambandet
losa ut y = y(x).

De undantagspunkter omkring vilka vi inte kan definiera
y = y(x) &r alla punkter dar nivakurvan har lodrét tangent.

Kring ¢ kan vi inte definiera y = y(z) eftersom z-vérden till
véanster om ¢ har lokalt tva y-vérden.

Om nivakurvan har en icke-lodrat tangent i p sa kan vi
alltsa lokalt definiera y = y(z).

Eftersom gradienten

1= (2L%)

8z’ dy
ar vinkelrdt mot tangenten blir villkoret om icke-lodréit tan-
gent

of

Sats Om f: R*> — R ir kontinuerligt deriverbar i en
omgivning av p = (zg, yg) och

f($07y0) = 07
g—]yf(xoayo) # 0.

Da finns en omgivning av (zg,yo) dér 1osningarna
till f(x,y) = 0 definierar en kontinuerligt deriverbar
funktion y = y(x).



Implicita funktionssatsen II

Antag att F: R™™" — R".

R R
Yt F(p)
Sambandet
F(z,y)=0 (%)

definierar en O-nivayta N i definitionsméngden

F

R" R"
N~

e 0
Rm

Alla punkter pa N avbildas med F pa 0. Lokalt gar det ofta
utifran (%) definiera

y = y(x).

Vi ska ta fram ett tillréckligt villkor nér detta gar.

Betrakta en punkt p pa N och en riktning w utifran p. Om
riktningen u ar parallell med N sa éndras inte F':s vérde i

den riktningen, d.v.s. vi har att
pRQ

Ar ddremot w inte parallell med N sa #ndras F:s virde,
d.v.s.

dF(u) = 0.

dF(u) # 0. p

Vi kan garantera sambandet y = y(x) om foljande fall inte
intraffar

0,y)
e

d.v.s. att en y-riktning (0, y) inte &ar parallell med N.
Villkoret for y = y(x) dr alltsa att

dF (2) =0 for nagot y # 0,

dF (2) # 0 for alla y # 0. (%)



Differentialen dF' har matrisen Sats
oF, . O0F, R . 0R
8%1 8mm 8y1 8yn
oF, oF, OF, OF,
ox1 OTm o0y1 OYn

eller i blockmatrisform
OF OF
oxr Oy /)
Villkoret (x) blir déarfor

oF OF 0 OF
(a—w @)(y)—“w%“ vy 70,

vilket betyder att nollrummet till matrisen g—F endast bestar

av nollvektorn 0, d.v.s. att matrisen har full rang, eller ek-
vivalent att

det(ﬁa—g) # 0.

Om F: R™™ — R"™ &r kontinuerligt deriverbar i
en omgivning av p = (xg, y,) och

F(p)=0

det (g—g(p)) # 0.

Da finns en omgivning av (xo,y,) dir losningarna,
till F(x,y) = 0 definierar en kontinuerligt deriver-
bar funktion y = y(x).



Taylors formel av ordning 2

Om f: R" — R &r kontinuerligt deriverbar av ordning 3 i
en konvex omgivning D av r, da géiller att

frn) =)+ (2w - m)n
2 2 2
R h
2 2 2
+0(h)?,
for r+h € D.
Beteckningar

Jakobianen till f = Jy = df
_ (ﬁ ﬂ)
- 8561 8:En

Hessianen till f = H; = d*f

o%f o%f o%f
(9—:13%(p) Ox1 Oz (p) e Ox1 Oxp (p)
92 92 9?2

Taylors formel av godtycklig ordning

Om f: R" — R ar kontinuerligt deriverbar av ordning m i
en konvex omgivning D av r, da géiller att

m—1
1
f(r+h)= E (r)+ Ry (r, h)
k=0
for r + h € D, dar
0 0
h - hi— hyp—,
V = 10581 + -+ D
1
Rm(r,h):%(h V)" f(r+6h) (0<6<1).

Taylorpolynomens entydighetssats

f(r) = Qu(r) + O(r — a)™*!

dir @, ar ett polynom av grad hogst n. Da ar @, Taylor-
polynomet av grad n till f i punkten r = a.

dar — a,



Andradifferentialen

Antag att f: R" — R.
Differentialen df,(v) méter hur mycket f &ndrar sig om vi
ror oss i riktning v.

/ v
! df,(v)

Andradifferentialen d?f(v,w) talar om hur mycket df(v)
andrar sig ndr baspunkten p ror sig i riktning w.

() 1 df, (v)

d*f miter alltsa dndringen av dndringen av f:s funk-
tionsvérde.
Om v och w éar lika brukar man forkortat skriva

d*f (v) = d*f (v, v).

d*f (v, w) #r en kvadratisk form som kan skrivas i matrisfor-
men




Kritiska punkter

Lat f: R" — R. En punkt p &r en kritisk punkt om df (v) =
0 for alla riktningar v utgaende fran p.

S
_— A

~

Lokala extremviarden

En funktion f: R" — R har en lokal maximipunkt i p om
det finns en omgivning U av p dar

fp) = flg) forallagel.
Om det finns en omgivning V' kring p déar
fp) < flg) forallageU,

da har f en lokal minimipunkt i p.

Sats De lokala extrempunkterna till f: R" — R ater-
finns bland foéljande punkter:

1. kritiska punkter, d.v.s. dar Vf = 0,
2. punkter dar f inte ar differentierbar, och

3. randpunkter till omradet.

Klassificering av kritiska punkter

Om p ar en kritisk punkt till f: R" — R, da har f foljande
Taylorutveckling kring p,

flo+h)=f(p)+ Js(p) h+h" Hy(p) h + O(h)>.
=

De kvadratiska termerna h” H;(p)h avgér om p #r en lokal
min-, max- eller sadelpunkt.

Om hTHf (p)h >0 = lokalt min,
h"H;(p)h <0 = lokalt max,
h"H;(p)h =20 = sadelpunkt,

i ovriga fall krdvs studium av hogre ordningars termer for
att avgora karaktéren.



Lagranges multiplikatormetod

Betrakta optimeringsproblemet

min  f(z1,...,2,)
g1 (xla . 7xn) 0
da Gz)=|............... =
gm(mla . 7$n) 0
Punkterna som uppfyller G(x) = 0 bildar en méngd N i R".
f
N

E f(p)

Betrakta en punkt p pa N. Punkten p ar en kritisk punkt

till f pa N om
u
R

for alla w parallella med N, d.v.s. f:s virde &ndras inte nér
vi ror oss parallellt med N.
Geometriskt betyder (1) att V f &r vinkelrdt mot N i p.

df(u) =u-Vf=0

Hur bestdmmer vi vilka riktningar w som &r parallella
med N7

Eftersom N &r nollstélleytan till G sa ar w parallell med N
om

dG(u) = 0 (+)

d.v.s. vi dndrar inte G:s vérde i riktning w utan stannar
kvar pa nollstilleytan.
(%) kan ocksa skrivas i matrisform

......... u|l=1[...|,
_v.gm _ ‘ 0
vilket betyder att
u 1L Vgi,...,Vagn,.

I den kritiska punkten ar alltsa Vf L u for alla u s.a.

u L1 Vgi,...,Vgpn.

Detta betyder att

Vf €span{Vygi,...,Vgn}.



Sats Antag att f och G #&r kontinuerligt deriverbara.
Da har optimeringsproblemet sin 16sning i en av
foljande punkter

1. kritiska punkter, d.v.s. dar
Vf espan{Vygi,... ,Vgm},

2. punkter dar dim{Vg,...,Vgn} < n (sin-
guldra punkter),

3. punkter dir nagon av Vf,Vgi,...,Vg,, inte
existerar,

4. randpunkter.

Satsen om extremvirden

Sats Om K &r en kompakt méngd (sluten och begrénsad)
och f: K — R &r kontinuerlig, da antar f savil ett
storsta som ett minsta virde pa K.

Derivering av integraler

Sats Om f dr kontinuerlig pa intervallet [a, z], da &r
= [ swa= s
dx J, N '

Sats  Antag att for alla = i intervallet (¢, d) géller att

b b af
1. / flx,t) dt,/ 8—(x,t) dt existerar, och
a a L

02f

" | 0x?

b
< g(t), dar / g(t)dt = K < 0.

a

2

Da giller att

d [° b9
%/a f(:z:,t)dt:/a 2 fa )t

for alla z i intervallet (¢, d).

Om x forekommer bade i integrationsgrénserna och in-
tegranden ger kedjeregeln att

L feya =L [
— r,t)dt = — x,t)dt
Az Jo(x) dr Jo(s)
d b(z) d b(x)
+ — f(x,t) dt + — f(:p,t) dt.

Az Jo(x) Az Jo(x)



Volymberikning

Problem

Bestdm volymen under ytan z = f(x,y) och innanfor det
rektangulidra omradet D :a < x < b,c < y < d iz, y-planet.

N

Z:f(x7y)

Losning

Dela upp intervallet [a,b] lings z-axeln i m delintervall
[x;,2;41], och dela upp intervallet [c,d] lings y-axeln i n
delintervall [y;, y;+1]-

Yy
Yn = d 1
Y2 1
Y1+
Yo =C+
b X
To=a T Ty b=z,

Dessa tva indelningar genererar en partition av D i delrek-
tanglar.




I varje delrektangel véljer vi en punkt p;; och approxi-
merar volymen inom delrektangeln med ett rédtblock med

hojden f(pi;).

N

z:f(a:,y)

Varje réatblock har volymen

Vi; = basarea - hojd = (z11 — 24)(Yj+1 — ¥5) - f(Pij)-

Den totala volymen approximeras av den sammanlagda vo-
lymen av alla ratblock

V& Z (Tit1 — @) (Y1 — ¥5) [ (pij)-
0<i<m
0<j<n

Om vi later indelningen av D bli finare, d.v.s. 6kar m och n,
sa borde vi fa en allt béttre approximation av den totala
volymen. I gransfallet m,n — oo borde vi ha likhet,

E (ig1 — 23) (Y41 — ¥5) f(Pij)-
0<i<m
0<j<n

V = lim

m,n— o0

Over- och undersumma

I varje delrektangel har f ett storsta virde M;; och ett mins-
ta varde m;.

Som en 6vre och undre skattning av volymen V bildar vi
over- respektive undersumman

U(f,P) =Y Mij(wis1 — ) (Y41 — ¥)),
L(f,P) = mij(xis1 — i) (Y1 — y5)-
Vi har da
L(f,P) <V <U(f,P).

Om vi ritar upp de mdjliga varden som 6ver- och undersum-
morna kan anta for alla moéjliga partitioner P far vi figuren.

gap
L(P) v

mojliga varden mojliga varden
pa undersummor pa oversummor

Om gapet mellan 6ver- och undersummor bestar av exakt ett
viarde I, sdger vi att f dr integrabel pa D och talet I kallas
for den bestdmda integralen av f 6ver D och betecknas

- | /D F (@, ) da dy.



Egenskaper hos dubbelintegraler

Antag att f och g ar integrabla och att A, B ar konstanter.
Da giller att

// f(x,y)drdy =0 om D har area 0,
D

// ldx dy = area(D),
// (Af +Bg) = //f+3// (linjéiritet)
//D1UD2 N //D1 +//D2 om Dy, Dy &r disjunkta.

(additivitet)

f=g = //f < //9 (monotonicitet)
| / / f | < / / |l (triangelolikheten)

Sats Om f &ar udda i z-led och D &r spegelsymmetrisk
kring y-axeln, da &r

/ flx,y)dxdy = 0.
D

Iteration av dubbelintegraler

J[ f@azay= | s / :()) Fry) dy

|| sewdeay= [ ay /g :)) Fo,y)da



Generaliserade integraler
Antag att D &r ett omrade i x, y-planet.
Uttommande f6ljd

Betrakta en foljd D1, D, ...
att

av delméngder av D sadana

1. varje D,, &r begrinsad och métbar (d.v.s. [[, dxdy
existerar),

2. for varje begridnsad delméngd G av D finns ett n s.a.
G c D, och

3. {D,} ar en viixande foljd, D; C Dy C ---.

En sadan foljd sdgs tomma ut D.

Definition

Om gransvardet

lim // f(x,y)dxdy
n—oo Dn

existerar (dndligt) och &r lika for alla uttommande foljder
{D,.}, sa séger vi att den generaliserade dubbelintegralen

/ /D F( ) d dy

Sats Om f >0 och

lim // f(x,y)dzdy
n—oo Dn

existerar for nagon uttémmande foljd {D,, }, da &r

/ /D f(,y) dw dy

Sats Om f > 0 och nagon av integralerna

/ fdzdy, /dx/fdy eller /dy/fdx

ar konvergent, da &r alla tre integraler konvergenta
med samma vérde.

ar konvergent.

konvergent.



Medelvardessatsen

Om f &r kontinuerlig pa den slutna, begrdnsade och
sammanhidngande méingden D i x,y-planet, da finns en
punkt (£,7n) i D s.a.

/ /D flay)dedy = f&n) [ /D du dy.

Medelvardet av f over D definieras som

/D F(,y) dw dy

/R




Poliara koordinater

Enpunkts ldge i planet beskrivs av dess avstand r fran origo
och den vinkel 8 som punkten har relativt z-axeln.

AN

x =r1rcosf
r y = rsin6

2

Areaelementet har i polir form utseendet

dA = rdrdf
S M Ar
T
A6| )
eftersom
AA = LIA0[(r+ Ar)*> —r?] =r Ar A0+ O(AG)>.

Allméanna koordinatsystem

Antag att vi har tva kurvskaror u-kurvor och v-kurvor som
genomkorsar planet.

s
~

Vi kan da ange en punkts ldge i planet om vi talar om pa
vilken u- och v-kurva punkten ligger.

~

Ofta har man ett tal forknippat med varje u-kurvan, ett
index. Med talet kan vi da identifiera vilken u-kurva punkten
befinner sig pa. Med motsvarande tal for v-kurvorna kan vi
ange punktens ldge med ett talpar (u,v). Detta talpar sdger



vi &r punktens u, v-koordinater.

AN

u=2>5
'(573)
v=23

For att inte flera punkter ska ha samma koordinat kraver vi
att varje u-kurva skér varje annan v-kurva i exakt en punkt.

Analytiskt kan vi uttrycka dessa tva kurvskaror med en 1:1

avbildning
- (3) = (o)

som avbildar koordinatlinjerna i det kartesiska koordinatsy-
stemet till u- och v-kurvorna.

J(2:9) <, )

~
b 2

En punkt med kartesiska koordinater (z,y) far
(u(z,y),v(z,y)) som u,v-koordinater.

Areaelementet

Areaelementet i ett allmént koordinatsystem (u,v) ges av
uttrycket

B A(z,y)
dA = ‘det(a(u,v))’dudv-
ey T
A~ I 3 dT(ey)
e, dT(ex)
(z,y)
\ (o)
7 | 4
Area =1 Area = |det(dT'(e,) dT(ey))|

)

~—

= ‘det(



Trippelintegraler

Trippelintegralen definieras analogt med dubbelintegralen.
Ett dndligt rédtblock R delas upp i delrdtblock med voly-
mer AVj;j och i varje delrdtblock viljer vi en punkt p;;z.

Vi definierar sedan Riemannsumman

> F(pijk) AVigy.

@,3,k

I varje delrdtblock har f ett storsta vérde M;;; och ett mins-
ta virde my;i. Vi bildar 6éver- och undersumman av f,

U(f,P) = M;xAVi,
L(f,P) = ZmijkAVijk-

Om vi ritar upp de mdjliga virden som Gver- och un-
dersummorna kan anta for alla maojliga partitioner P fa vi

figuren
gap
e U(P)

mojliga varden mojliga varden
pa undersummor pa oversummor

L(P')

Om gapet mellan 6ver- och undersummor bestar av exakt
ett tal I séger vi att f ar integrabel pa R och talet I kallas
for den bestdmda integralen av f 6ver R och betecknas

///R f(x,y,z) dedydz.



Iteration av trippelintegraler

T Z_h'(xay)

Om K &r omradet mellan funktionsytorna z = g(z,y)
och z = h(x,y), och innanfér omradet D i x, y-planet, da &r

h(z,y)
/// f(x,y,z)dxdydz:// dxdy/ flx,y,z)dz.
K D 9(z,y)

Analoga formler géller ndr K projiceras pa x, z- respektive
Yy, z-planet.



Variabelsubstitution i trippelintegraler

z Cylindriska koordinater
0 x =rcosf
P y =rsinf
; z=2z
Y
/ﬁ Y Volymelement,
x derdydz = rdrdfdz
z Sfariska koordinater
0 x = rsinpcosf
! y=rsingsinf
QO 2 =TrCcosp
Ty
fé Volymelement,
x

dz dy dz = 12 sin p dr de df
Allméanna koordinater

r = x(u,v,w)
y = y(u,v,w)
z = z(u,v,w)

Volymelement

det o(x,y, z)

drdydz = B v,w)

du dv dw

Area av en funktionsyta

Arean av en funktionsyta z = f(x,y) innanfor omradet D i
x,y-planet &r

Area = //D \/1 + (%)2 + (gzjj)Z dx dy.




Vektorfilt

Exempel pa fysikaliska vektorfilt
Om vi till varje punkt = i planet (eller rummet) tillordnar

e Kraftfilt. I varje punkt r paverkas en partikel av kraf-
en vektor F(r) far vi ett vektorfilt.

ten F(r) (t.ex. tyngdkraften).

A S, - e Elektriska fialt. En laddad partikel omger sig med det
s o elektriska filtet E(r).
A S M : "
EEE o Magnetiska falt.
e 4 A - . . . .. .
A L e Hastighetsfilt. En strommande vétska har i punk-
A L7 . ten r hastigheten v(r). Hastighetsfdltet beskriver alltsa
oA flodet av vitskan.

Vektorfilt #r alltsa funktioner F: R* — R* (eller F: R® —
R’ i rummet),

Faltlinjer
En féltlinje dr en kurva som i varje punkt har en riktnings-
F(z,y) = Fi(z,y) . vektor (tangentvektor) som &r parallell med vektorfiltet.
’ Fy(z,y)
~7 PR —
Om komponenterna F; och Fs ar kontinuerligt deriverbara o R
da ségs vektorfaltet vara kontinuerligt deriverbart. A o .
—r
. N - o
7(t) &r parallell med F(r(t)) Ao e
" A oy
A
» VAR, NN
r / A -~




Konservativa falt

Ett konservativt vektorfilt &dr ett vektorfidlt som egentligen
ar dndringen av en underliggande skalédr storhet.

Exempel Det vektorfilt som i varje punkt pa kartan pekar
i den riktning marknivan stiger snabbast &r ett konservativt
filt med hojden 6ver havet h(r) som skaldr storhet.

Exempel Det kraftfilt som uppstar av gravitationen &r
ett konservativt fialt med den potentiella energin som skalér
storhet.

Matematiskt ar F' ett konservativt falt om det finns en skalar
potential ® sa att

F(r) =Va(r),
eller uttryckt med differentialer

F.-v=d®(v) for alla vektorer v.
Sats F &r ett konservativt vektorfalt =

OF
o(x,y,2)

Jakobianen ar symmetrisk.

Bevis Om F ér konservativ, da &r F = d® (dar F nu be-
traktas som en radvektor). Differentiering ger dF =
d?>®, och eftersom andradifferentialen (Hessianen)
dr symmetrisk, d?®(v,w) = d?*®(w,v), maste dF
ha en symmetrisk Jakobian.

Nivakurvor och nivaytor

Nivakurvor till ett konservativt vektorfilt med potential ®
ar de kurvor diar @ antar ett konstant vérde,

O(z,y) =C for ett fixt C.

Nivakurvan ar alltid vinkelrdt mot vektorfiltet F' som ju
pekar i den riktning potentialen &ndrar sig mest.

™ -

A T

Nivakurvor kallas ocksa for ekvipotentialkurvor.

Ett konservativt vektorfalt i rummet ger upphov till
nivaytor (ekvipotentialytor) varpa potentialen &r konstant.



Beridkning av massa

Givet en parameterkurva

C: r=r(t) (a <t <b),

och en masstithet (densitet = massa per lingdenhet) o =
o(r(t)) som varierar &ver kurvan.

Vi ska bestamma kurvans totala massa.

Dela in parameterintervallet [a,b] 1 delintervall med
andpunkter {to,t1,...,t,}. Detta ger samtidigt en indel-
ning av parameterkurvan,

I varje kurvstycke approximerar vi kurvan med ett linjestyc-
ke

Om varje linjestycke &r tillrackligt kort kommer densiteten
inte att variera ndmnvért over linjestycket och vi kan ap-
proximera kurvans massa med

n—1
M =~ Q(rl) Lia

1

I
=)

dar L; &r lingden av det i:te linjestycket och o(r;) &r den-
siteten i linjestyckets ena dndpunkt.

Ti+1
Li = |’I"Z'_|_1 — ’I"@'| = ’A’T‘Z‘
r;

Later vi indelningen av kurvan ga mot 0, d.v.s. n — oo, far
vi kurvans verkliga massa.

n—1
M= lim 3~ o(r))|Ar]
=0

n—1
= lim E o(r;)
n—oo

= {leferentlalkalkylens medelvirdessats,

Arl
At;

Taylorutveckling }
= lim Z
= lim Z[

)+ O(AL)) [i(r)| At

) [#(:)| At; + O(At;) ]



= { Riemannsumma }

b
= / o(r(t))|r(t)| dt.
Uttrycket ds = |7(t)| dt &r baglingdselementet.

Linjeintegralen med avseende pa baglingd
Vi definerar
b
[ ferds= [ s
C a
for nagon parametrisering r = r(t) (a <t < b) av kurvan C.
Sats  Virdet av [ f(r)ds ér oberoende av val av para-
metrisering r = r(t).
Berikning av arbete

Givet en partikel som ror sig langs parameterkurvan

C: r=r(t) (a <t<b).
I planet finns samtidigt ett kraftvektorfalt F'(r).
Y
r(a) /\_
7(b)
> X

Vi ska bestdmma det arbete som kraftfiltet utrattat pa par-
tikeln.

Dela in parameterintervallet [a,b] i delintervall med &nd-
punkter {tg,t1,... ,t,}. Detta ger samtidigt en indelning av
parameterkurvan,

I varje kurvstycke approximerar vi kurvan med ett linjestyc-
ke.

\
4

Om varje linjestycke ar tillrackligt litet kommer kraftfialtet
mer eller mindre vara konstant over linjestycket och det ar-



bete som kraftfialtet utridttat &r approximativt
F(r)

Tit+1

r;

Det totala arbetet blir approximativt

n—1
W = Z F(r;) - Ar;.
i=0

Later vi indelningen av kurvan ga mot 0, d.v.s. n — oo, far
vi det verkliga arbetet

n—1

W= lim » F(r;)- Ar

n—1
Ar;
i=0 ¢

= { Differentialkalkylens medelvirdessats,

T: aylorutveckling }
= lim Z
= lim Z[

)+ O(AT)) - 7(1) At;

(1) At; + O(At;) }

= { Riemannsumma }

b
= / F(r(t)) - r(t)dt.

Linjeintegral av vektorfalt

Vi definierar

/CF-dr:/abF(r(t))-fi"(t)dt

for nagon parametrisering r = r(t) (a < t < b) av kurvan C.

Sats  Virdet av |, o F' - dr ér oberoende av val av para-
metrisering r = r(t).

Om kurvan C ar sluten brukar man skriva

%F-dr.
c



Linjeintegral av konservativt vektorfalt

Om F ar ett konservativt vektorfalt med potentialen @, da
ar

/ F -dr = ®(p) — ®(q)
C

dér p och ¢ ar kurvan C':s d&ndpunkter.

Bevis Lat r = r(t) (a <t < b) vara en parametrisering
av C. Vi har

b
/F-dr:/ Vo - i (t)dt
C a

_/b(ﬁ_@d_x+8_@@+8_@%)dt
), \Ox dt Oy dt Oz dt

b
= { Kedjeregeln } = / %@(r(t)) dt

=o(r()) — @(r(a)) = 2(p) — 2(q).

Sats

Sats

Om D &r ett Oppet enkelt sammanhingande
omrade, da ar foljande utsagor ekvivalenta

e F' ar konservativi D,

o fo F - dr = 0 for alla slutna kurvor C i D,

e [ F -dr beror bara pa C:s éndpunkter om C
ligger helt inom D.

Om D &r ett Oppet enkelt sammanhingande
omrade, da ar
OF
F konservativ <&  ————— symmetrisk.

o(x,y, 2)



Parameterytor
En parameteryta
x(u,v)
r=r(u,v) = | y(u,v) (a <u<bec<v<d)
z(u,v)

beskriver en yta i rummet.

5

: —
x / Yy
Till varje (u,v)-virde svarar en punkt pa ytan.
z
/l) T
7(u,v)

Parameterframstéallningen av ytan &r en avbildning fran pa-
rameterplanet R? till rummet R>.

Normalvektor till parameterytor

Lat » = r(u,v) vara en parameteryta, och e,, e, va-
ra basvektorer i parameterplanet. Dessa tva basriktningar,
utgaende fran en parameterpunkt (u,v), avbildas med pa-
rametriseringens differential till tva riktningar

dr(e,) och dr(e,)

som &r parallella med ytan.

n

‘A dr(e,)

Uu dr(ey)

En normalvektor till planet &r
n =dr(e,) x dr(e,).

I vektorform ar

™ ™ 0 8r

wrte) =5 30 (9) =5
Lo o
Ou Ov’



Ytelement

Nivayta
Om f(z,y,z) = C da ges area-

\V4
?’> elementet av
&,
’ (z,y)

= dx d
’8]”/8 ‘ v
af 8
(31
T Funktionsyta
Om z = f(x,y)C da ges areaele-
mentet av
x k)T 8f 2 af 2
(z,y) dS = /1+ (—) + <—) dx dy.
Ox oy
% X % Parameteryta
]\ Om r = r(u,v) da ges areaele-
mentet av
as = |27 —‘ du dv

ou



Flodesintegraler
Givet en parameteryta
S:r=r(u,v) dar (u,v) € D,

Vf
och ett hastighetsfilt v(r) hos en strommande vétska. A b,
x
(z,y)

Hur mycket vétska flodar genom ytan per tidsenhet?

Svaret ar % X %

//Sv'dsz//D’”(’“(uav)) '(% x %) du dv. /

dS kallas for det vektoriella ytelementet.

Vektoriella ytelement

Nivayta
Om f(z,y,z) = C da ges det
vektoriella ytelementet av

Vf

=+
d5 of 0z

dx dy.

Funktionsyta
Om z = f(x,y) da ges det vek-
toriella ytelementet av

_ . (9f of
s = i(ax, 5 1) de dy.
Parameteryta

Om r = r(u,v) da ges det vek-
toriella ytelementet av

or Or
dS = :l:% X %dUdU



Divergens

Antag att F' = (Fy, Iy, F3) ar ett vektorfilt, da definieras
divergensen av F' som
OF 0F, O0F, O0F;

v VP e Ty e

div F' = spar

Om vi ténker oss att F' beskriver hastighetsfiltet till en
strommande vitska och kring en punkt P har vi en li-
ten kontrollvolym AV, da anger div F' forsta ordningens
volymforédndring av kontrollvolymen om den flyter med
vétskan.

) Y
> L > X
tid =1 tid =t + At
volym = AV volym = AV + (div F)AV At

+ o(At)

Divergensen div F' ar alltsa den relativa volyméndringen per
tidsenhet, d.v.s. div F' méter hur mycket vétska som produ-
ceras i punkten P och kallas ocksa for kélltdtheten i punk-
ten P.

Rotation

Antag att F' = (Fy, Iy, F3) ar ett vektorfilt, da definieras
rotationen av F' som
8F2 8F1 8F1 B 8F3 8F3 8F2)

rotF:VxF:(ax By B

ox ' Oy Oz

Om vi ténker oss att F' beskriver hastighetsfiltet till en
strommande vétska och kring en punkt P har vi en liten
kontrollvolym, da anger rot F' den forsta ordningens stela
rotation som kontrollvolymen genomgar da den flyter med
vétskan.

Y Y

A AN

tid =t + At
rot. axel || rot F' + o(At)
vinkel = 1| rot F||At + o(At)

tid =t

Rotationen rot F' méter alltsa hur mycket vektorfaltet virv-
lar i punkten P.



Sats Om omradet &r enkelt sammanhéngande, da ar

rot F =0 = F' konservativt.

Bevis

F' konservativt

OF ox Oy 0z

& = |9k gk 9o& symmetrisk
a(x Z) ox oy 0z
Y OF; 0F; OFs

. OB _OF OF _OF OF _0F
or Oy’ 0z Ox’ Oy 0Oz
8F2 8F1 8F1 0F3 8F3 8F2> —~0

or Oy’ 9z Oz’ By 0Oz

& rotF:<

Greens formel i planet

Lat D vara ett slutet omradet med en styckvis regulér enkel
randkurva C' som &r positivt orienterad (moturs), och an-
tag att vektorfiltet F' &dr kontinuerligt deriverbar pa D. Da

géller att
oF, 0F
F -dr = — — —— | dz dy.
fi " //D(ax ay)xy



Gauss sats

Antag att V ar ett regulért omrade med utatriktat vektori-
ellt ytelement dS, och antag att vektorfiltet F' &r kontinu-
erligt deriverbart. Da géller att

// V-FdV:#F-dS.
\%4 S

Om divergensen ses som kélltdthet kan Gauss sats formule-
ras

nettoméngd som produceras = nettoméngd som flédar
inom volymen V' ut genom ytan S.

Gauss universalsats

Under samma forutsattningar som i Gauss sats géller att

[[] 5 6yav = ffas

Exempel // Vo deﬂdSq)
|4 S
// V-FdV:#dS-F
1% S
// VdeV=#dS><F
|4 S



Stokes sats

Antag att S dr en regulér orienterbar yta med ett vektoriellt
ytelement dS, och med en randkurva C' som &r styckvis re-
gulér, sluten och positivt orienterad relativt S. Antag ocksa
att F' ar ett kontinuerligt deriverbart vektorfilt. Da galler

att
éF-dr://S(VxF)-dS.
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