Volymberikning

Problem

Bestdm volymen under ytan z = f(x,y) och innanfor det
rektangulidra omradet D :a < x < b,c < y < d iz, y-planet.

N

Z:f(x7y)

Losning

Dela upp intervallet [a,b] lings z-axeln i m delintervall
[x;,2;41], och dela upp intervallet [c,d] lings y-axeln i n
delintervall [y;, y;+1]-
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b X
To=a T Ty b=z,

Dessa tva indelningar genererar en partition av D i delrek-
tanglar.




I varje delrektangel véljer vi en punkt p;; och approxi-
merar volymen inom delrektangeln med ett rédtblock med

hojden f(pi;).

N

z:f(a:,y)

Varje réatblock har volymen

Vi; = basarea - hojd = (z11 — 24)(Yj+1 — ¥5) - f(Pij)-

Den totala volymen approximeras av den sammanlagda vo-
lymen av alla ratblock

V& Z (Tit1 — @) (Y1 — ¥5) [ (pij)-
0<i<m
0<j<n

Om vi later indelningen av D bli finare, d.v.s. 6kar m och n,
sa borde vi fa en allt béttre approximation av den totala
volymen. I gransfallet m,n — oo borde vi ha likhet,

E (ig1 — 23) (Y41 — ¥5) f(Pij)-
0<i<m
0<j<n

V = lim

m,n— o0

Over- och undersumma

I varje delrektangel har f ett storsta virde M;; och ett mins-
ta varde m;.

Som en 6vre och undre skattning av volymen V bildar vi
over- respektive undersumman

U(f,P) =Y Mij(wis1 — ) (Y41 — ¥)),
L(f,P) = mij(xis1 — i) (Y1 — y5)-
Vi har da
L(f,P) <V <U(f,P).

Om vi ritar upp de mdjliga varden som 6ver- och undersum-
morna kan anta for alla moéjliga partitioner P far vi figuren.

gap
L(P) v

mojliga varden mojliga varden
pa undersummor pa oversummor

Om gapet mellan 6ver- och undersummor bestar av exakt ett
viarde I, sdger vi att f dr integrabel pa D och talet I kallas
for den bestdmda integralen av f 6ver D och betecknas

- | /D F (@, ) da dy.



Egenskaper hos dubbelintegraler

Antag att f och g ar integrabla och att A, B ar konstanter.
Da giller att

// f(x,y)drdy =0 om D har area 0,
D

// ldx dy = area(D),
// (Af +Bg) = //f+3// (linjéiritet)
//D1UD2 N //D1 +//D2 om Dy, Dy &r disjunkta.

(additivitet)

f=g = //f < //9 (monotonicitet)
| / / f | < / / |l (triangelolikheten)

Sats Om f &ar udda i z-led och D &r spegelsymmetrisk
kring y-axeln, da &r

/ flx,y)dxdy = 0.
D

Iteration av dubbelintegraler

J[ f@azay= | s / :()) Fry) dy

|| sewdeay= [ ay /g :)) Fo,y)da



Generaliserade integraler
Antag att D &r ett omrade i x, y-planet.
Uttommande f6ljd

Betrakta en foljd D1, D, ...
att

av delméngder av D sadana

1. varje D,, &r begrinsad och métbar (d.v.s. [[, dxdy
existerar),

2. for varje begridnsad delméngd G av D finns ett n s.a.
G c D, och

3. {D,} ar en viixande foljd, D; C Dy C ---.

En sadan foljd sdgs tomma ut D.

Definition

Om gransvardet

lim // f(x,y)dxdy
n—oo Dn

existerar (dndligt) och &r lika for alla uttommande foljder
{D,.}, sa séger vi att den generaliserade dubbelintegralen

/ /D F( ) d dy

Sats Om f >0 och

lim // f(x,y)dzdy
n—oo Dn

existerar for nagon uttémmande foljd {D,, }, da &r

/ /D f(,y) dw dy

Sats Om f > 0 och nagon av integralerna

/ fdzdy, /dx/fdy eller /dy/fdx

ar konvergent, da &r alla tre integraler konvergenta
med samma vérde.

ar konvergent.

konvergent.



Medelvardessatsen

Om f &r kontinuerlig pa den slutna, begrdnsade och
sammanhidngande méingden D i x,y-planet, da finns en
punkt (£,7n) i D s.a.

/ /D flay)dedy = f&n) [ /D du dy.

Medelvardet av f over D definieras som

/D F(,y) dw dy

/R
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