
Parameterkurvor i rummet

En parameterkurva

r = r(t) =

x(t)
y(t)
z(t)

 (a ≤ t ≤ b)

beskriver en kurva i rummet.
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Riktningsvektor

En parameterkurva r = r(t) i rummet har i punkten som
svarar mot parametervärdet t riktningsvektorn

ṙ(t) =

ẋ(t)
ẏ(t)
ż(t)


r(t0)

ṙ(t0)

x

y

z

Enhetsvektorn är ṙ(t)/|ṙ(t)|.

Räkneregler

Antag att u(t) och v(t) är vektorer och λ(t) är en skalär.

1. d
dt

(
u(t) + v(t)

)
= u̇(t) + v̇(t)

2. d
dt

(
λ(t)u(t)

)
= λ̇(t)u(t) + λ(t)u̇(t)

3. d
dt

(
u(t) · v(t)

)
= u̇(t) · v(t) + u(t) · v̇(t)

4. d
dt

(
u(t)× v(t)

)
= u̇(t)× v(t) + u(t)× v̇(t)

5. d
dtu
(
λ(t)

)
= u̇

(
λ(t)

)
λ̇(t)

B̊aglängd

Längden av parameterkurvan r = r(t) (a ≤ t ≤ b) är

L =
∫ b

a

|ṙ(t)| dt.



B̊aglängdsparametrisering

Om en parameterkurva

r = r(s) (a ≤ s ≤ b)

har egenskapen att alla punkter p̊a kurvan har ett
parametervärde som är lika med deras avst̊and
längs kurvan till startpunkten, d̊a sägs kurvan vara
b̊aglängdsparametriserad.

s = a

s = c
c−
a

Mera formellt lyder villkoret∫ s

a

|ṙ(σ)| dσ = s− a för alla s. (∗)

Sats r = r(s) är b̊aglängdsparametriserad ⇔
ṙ(s) är en enhetsvektor för alla s.

Bevis (⇒) Derivera (∗) m.a.p. s

vl =
d

ds

∫ s

a

|ṙ(σ)| dσ = |ṙ(s)| = hl = 1.

(⇐) Eftersom |r(s)| = 1 är (∗) uppfylld.

En mekanisk tolkning

Om en partikels läge ges av r = r(t), där t är tiden, d̊a är
partikelns

hastighet = ṙ(t),
fart = |ṙ(t)|,

acceleration = r̈(t).

Om partikelns fart är konstant,
d̊a är accelerationen riktad mot
rörelsens centrum.
Accelerationens belopp är d̊a
ett mått p̊a hur mycket kurvan
kröker sig.

ṙ(t0)

r̈(t0)
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Definition Krökningen för en b̊aglängdsparametriserad
(konstant fart 1) kurva r = r(s) definieras
som

κ(s) = |r̈(s)|.

Om κ(s) ≡ 0 d̊a är kurvan en rät linje.
Om κ(s) ≡ 1/R d̊a är kurvan en cirkel med radie R.

Sats För en allmänt parametriserad kurva r = r(t) gäller
att krökningen i punkten r(t) är

κ(t) =
|ṙ(t)× r̈(t)|
|ṙ(t)|3

.
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