Riktningsderivata och gradient

Antag att f: R" — R.

v /_N

\p f(p)

df (v)

Andringstakten av f i en riktning v utgaende fran p ges som
bekant av

U1
vw=(ZL - Y[ nlhn

Ett annat namn pa denna storhet &r riktningsderivatan till f
och betecknas

n

Duf(0) =gl oot (+

Genom att infora gradienten

sz(g—i,...,%)

kan (x) skrivas

Dy f(p) =v-Vf(p). (1)
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Gradientens geometriska innebérd

Antag att f: R"™ — R och betrakta p pa en nivayta till f

7

L '

Om vi utifran p véljer en riktning v som é&r parallell med
nivaytan sa &r riktningsderivatan till f i v-riktningen noll
eftersom f inte dndrar virde langs nivaytan.

.

Detta betyder att

Dof =0

Dof=v-Vf=0

for alla v parallella med nivaytan.
Med andra ord &ar V f vinkelrdt mot nivaytan.
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Implicita funktionssatsen I
Antag att f: R* — R och betrakta sambandet

f(z,y) =0.

Ett sadant samband &r uppfyllt for punkter langs O-
nivakurvan i x, y-planet.

Y

X

Lokalt kring en punkt p gar det oftast att fran sambandet
losa ut y = y(x).

De undantagspunkter omkring vilka vi inte kan definiera
y = y(x) &r alla punkter dar nivakurvan har lodrét tangent.

Kring ¢ kan vi inte definiera y = y(z) eftersom z-vérden till
véanster om ¢ har lokalt tva y-vérden.

Om nivakurvan har en icke-lodrat tangent i p sa kan vi
alltsa lokalt definiera y = y(z).

Eftersom gradienten

1= (2L%)

8z’ dy
ar vinkelrdt mot tangenten blir villkoret om icke-lodréit tan-
gent

of

Sats Om f: R*> — R ir kontinuerligt deriverbar i en
omgivning av p = (zg, yg) och

f($07y0) = 07
g—]yf(xoayo) # 0.

Da finns en omgivning av (zg,yo) dér 1osningarna
till f(x,y) = 0 definierar en kontinuerligt deriverbar
funktion y = y(x).



Implicita funktionssatsen II

Antag att F: R™™" — R".

R R
Yt F(p)
Sambandet
F(z,y)=0 (%)

definierar en O-nivayta N i definitionsméngden

F

R" R"
N~

e 0
Rm

Alla punkter pa N avbildas med F pa 0. Lokalt gar det ofta
utifran (%) definiera

y = y(x).

Vi ska ta fram ett tillréckligt villkor nér detta gar.

Betrakta en punkt p pa N och en riktning w utifran p. Om
riktningen u ar parallell med N sa éndras inte F':s vérde i

den riktningen, d.v.s. vi har att
pRQ

Ar ddremot w inte parallell med N sa #ndras F:s virde,
d.v.s.

dF(u) = 0.

dF(u) # 0. p

Vi kan garantera sambandet y = y(x) om foljande fall inte
intraffar

0,y)
e

d.v.s. att en y-riktning (0, y) inte &ar parallell med N.
Villkoret for y = y(x) dr alltsa att

dF (2) =0 for nagot y # 0,

dF (2) # 0 for alla y # 0. (%)



Differentialen dF' har matrisen Sats
oF, . O0F, R . 0R
8%1 8mm 8y1 8yn
oF, oF, OF, OF,
ox1 OTm o0y1 OYn

eller i blockmatrisform
OF OF
oxr Oy /)
Villkoret (x) blir déarfor

oF OF 0 OF
(a—w @)(y)—“w%“ vy 70,

vilket betyder att nollrummet till matrisen g—F endast bestar

av nollvektorn 0, d.v.s. att matrisen har full rang, eller ek-
vivalent att

det(ﬁa—g) # 0.

Om F: R™™ — R"™ &r kontinuerligt deriverbar i
en omgivning av p = (xg, y,) och

F(p)=0

det (g—g(p)) # 0.

Da finns en omgivning av (xo,y,) dir losningarna,
till F(x,y) = 0 definierar en kontinuerligt deriver-
bar funktion y = y(x).
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