Integralens definition

Problem
Bestdm arean under kurvan y = f(x) mellan x = a och = = b.
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'y = f(x)

Area

a b

Dela upp intervallet [a,b] i n delintervall [xg,x1], [z1, z2] upp
till [xy—1, ).

Delintervallens &ndpunkter
P ={xg,x1,...,2,}

kallas for en partition av [a,b]. Lingden av det ldngsta delin-
tervallet kallas for partitionens diameter || P||.
I varje delintervall véljer vi en &-punkt.

For varje &-punkt rdknar vi ut funktionsvérdet.

Vi approximerar arean inom delintervallet [z;_1, x;] med en rek-
tangel vars hojd ar f(&;).
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En delrektangel har arean
A; = basen - hojden = Az; - f(&;),

diar Az; = x; — x;_1. Den totala arean approximeras av delrek-
tanglarnas sammanlagda area,

Aream 5(f,a,b, P,§) = f(&)Ax;.
i=1



Ovanstaende summa kallas for en Riemannsumma.

Om vi véljer allt finare partition av [a,b] (d.v.s. allt mind-
re partitionsdiameter) sa borde Riemannsummorna konvergera
mot den sanna arean,

Area = lim S(f,a,b, P, &p).
. (f &p)

Definition

Antag att funktionen f &r definierad i intervallet [a,b]. Om det
giiller att for varje f6ljd { Py, Ps, ... } av partitioner med diame-
ter som gar mot noll, ||P,|| — 0 da n — oo, sa konvergerar mot-
svarande Riemannsummor S,,, da sdger vi att f ar integrabel pa
intervallet [a, b] och Riemannsummornas griansvirde betecknas

/a  fla)d

och kallas for den bestdmda integralen av f Gver interval-
let [a, b].

Egenskaper hos integraler

Antag att a < b < ¢ och att A, B &r konstanter.
Da géller att

[0

/(Af+Bg) = A/f+B/g (linjéritet)

L[]

f<g = /f < /g (monotonicitet)

1)< [

Integralkalkylens huvudsats

(teckenkonvention)

(additivitet)

(triangelolikheten)

En funktion F' kallas for en primitiv funktion till funktionen f
pa intervallet [a,b] om F &r deriverbar och

F(z) = f(x)

(Tag vinster- och hogerderivata i respektive &ndpunkt.)

for alla = € [a, b].

Sats Om f &r kontinuerlig pa intervallet [a,b] och F' &r en
primitiv funktion till f, da ar

b

/ab F(z) de = [F(ag)} — F(b) — F(a).

a



Tabell 6ver primitiva funktioner

Funktion

A K|~ 8

Q

En primitiv funktion

xa+1

04——{—1’ om « # —1
log |z|
x

e

aZU

na’ oma >0
na

—CcosT
sin &

tanx

arctan x

arcsin x
1n|:v +vVr2+1 ‘

In[f ()]

Variabelsubstitution

Antag att u = u(x) &ar deriverbar pa [a, b] och att f &r kontinu-
erlig i u:s virdeméangd. Da &r

/abf(u(x))u’(x) dr = /U(b) f(u) du.

u(a)

Partiell integration

Om f ar kontinuerlig och g &r kontinuerligt deriverbar, da géller

att
/f-gdac:F-g—/F'g’da:,

dér F' ar en primitiv funktion till f.

Inverssubstitution

Antag att x = g(¢t) dr deriverbar och stringt monoton
pa [g7(a), g7 1(b)] och att f #r kontinuerlig pa [a,b]. DA ir



Rationell integrand

En rationell funktion ar en funktion med utseendet

ap + a1 + asx® + - + apa™
bg +bix + bax? + - + by

R(x) =

Vi ska nu beskriva en algoritm fér hur man integrerar rationella
funktioner.

Steg 1 (Polynomdivision)

Om téljaren har hogre eller samma gradtal som ndmnaren kan
vi med en polynomdivision skriva kvoten som

—MNn

do+dyz+ -+ dp_q2™ 1

Co+C1x + -+ Cp_nZ bo + b1z + - boz"

De forsta polynomtermerna &r enkla att integrera sa vi koncen-
trerar oss pa braket.

Steg 2 (Faktorisering av ndmnaren)

Eftersom nadmnaren &r ett reellt polynom har den reel-
la rotter «q,...,a; och komplexkonjugerade rotter (7 =+
Y1, ... ,3; £17;. Enligt faktorsatsen kan kvoten skrivas som

taljare

(x — )™ - (x — o)™ ((:c — 61)2 + ,Y%)”l ((m _ ﬁj)z + %2)”3’ ’

dédr mq,... ,m; och ny,... ,n; ar rotternas multipliciteter.

Steg 3 (Partialbrakuppdelning)

Den rationella funktionen ovan kan nu delas upp i en summa
av enklare kvoter, en s.k. partialbrakuppdelning. Antag for en-
kelhets skull att braket har utseendet

téljare
(x —3)(x+ 2)3((LL' +1)2+ 1)(x2 +4)2°

Varje faktor i nimnaren kommer ge upphov till termer i parti-
albrakuppdelningen.

Vi borjar med den vénstra enkla faktorn (z —3). Den ger oss
en term i uppdelningen

taljare
(x—=3) (+2)3((x+1)2+1) (22 +4)2

- r—3

Talet A ar en konstant som senare maste bestammas.
Den andra faktorn (x + 2)3 har exponenten 3 och det ger oss
tre termer i uppdelningen dér vi stegvis minskar exponenten

£ill 1,

taljare
(z—=3) (@+2) (z+1)2+1)(x2+4)2
A B C D

x—3+ (x—|—2)3+(az+2)2+x—|—2 *



Den tredje faktorn ((z + 1)? 4 1) svarar mot tva enkla kom-
plexkonjugerade rotter (—1 £ ¢). Denna faktor ger oss en term
i uppdelningen. Denna gang har vi inte en konstant i téljaren
utan ett forstagradsuttryck,

taljare
(z-3)(z+2)3 ((+1)2+1) (22 +4)?
A B C D

:33—3+(33—|—2)3+(:13—|—2)2+:c+2+”'

n Ex+ F n
(x+1)2+1

Den sista faktorn (22 + 4)? svarar mot tva multipla (dubbla)
komplexkonjugerade rétter (£2i) och ger upphov till tva termer
dér vi stegvis minskar exponenten fran 2 till 1 (pa motsvarande
sétt som vi gjorde for faktor nummer tva),

taljare
(z=3)(x+2)3((x+1)2+1) (a2 +4)?

-4, B, ¢ D,
-3 (423 (x+2)?2 x+2
Ex+ F Gex+H Ix+J

(x+1)2+1  (22+4)2 a22+4

Detta ar uttryckets partialbrakuppdelning.

Steg 4 (Integrering av termerna)

Om vi skjuter upp fragan hur vi bestammer konstanterna som
dyker upp i partialbrakuppdelningen sa aterstar bara att in-
tegrera de enskilda termerna i partialbrakuppdelningen. For
detta behover vi kunna behandla féljande integraltyper

Az + B

8) (x —B)% 42

Ax + B
U R

—dx, darm > 1.

Typ a

/ dx _ 1 1 L C
(x—a)m™  m+1(z—a)nt!
Typ B

Vi skriver om integrandens téljare sa att dess forsta term blir
ndmnarens derivata

Az +B 2(x — B) L E 1
(x=B)2+9% 7 (z—P)?+1? (x =B+~

Den forsta termen har da en logaritmisk primitiv funktion,

/ (552—(563)_26‘)72 dz = In|(z — B)* +~*| + C.



Den andra termen ger en arctan-integral,

dx 1 dx r—pf
/(xﬂ)2+7272/(@"5)2+1{8 )
8

1 d 1 1 -
:_/%:—arctans—l—C:—arctanm ﬁ+C’.
vJ) s#+1 v 8l v

Typ v

Denna typ undviker man med Hermites metod (ingar inte i
kursen).

Bestdamning av konstanterna
Metod 1 (Identifikation av koefficienter)

Vi illustrerar med ett exempel. Sdg att vi har partial-
brakuppdelningen

2 —Txr+38 A B C

(x —1)(z+1)2 ::L’—1+(:c—|—1)2+x—1—1'

Vi skriver hogerledet med gemensam nédmnare,

Alx+1)2+Bx—1)+C(z — 1)(x + 1)
(x —1)(x+1)?
(A+C)z?+ (2A+B)z+(A-B-0)
(x —1)(z+1)2
Eftersom téljarna i bada led ska vara identiska maste koeffici-
enterna vara lika,

7=24+B s  B=-8
8=A-B-C C=1/2.

Metod 2 (Handpalidggning)

Denna metod fungerar pa termer med enkla ndmnare och
termer med multipel ndmnare av maximal grad. I partial-
brakuppdelningen

z? A Bx+C
(z—1)(x+1)2+1)(z+3)2 z—-1 (z+1)2+1
D E

+

(.CU+3)2+CL'+3

kan vi bestimma A och D med handpaliggning. For att
bestdmma A ticker vi 6ver den faktor som i vansterledet svarar
mot A,

33'4

@7 ((x+1)2+1)(z+3)2

och stoppar istéllet for x in det x-vérde som gor den Gvertéickta
faktorn noll, d.v.s. x = 1,

1 1
w (1+1)2+1)(1+3)2 80

Konstanten D bestidms pa motsvarande sétt

A=

D (—3)* _ 8
C(3-1)((-3+1)2+1) @ 20

Ovriga konstanter bestéims t.ex. med metod 1.




Generaliserade integraler

Det finns tva typer av generaliserade integraler,

e Integrationsomradet obegrinsat,

/:of(:zs)d:n: lim /aRf(x)d:Jc,

R—o0

/_aOO f(x)dx = ngnoo /_aRf(sc) dz.

e Integranden obegrinsad. Om |f(z)| — oo da z — a™ da
definieras

/f(a:) dr = lim f(x) dx,

e—0t a+e

/a f(x)dx = lim o f(x)dx.

e—0t

Om det finns flera typer av singulariteter i en generaliserad
integral delas integrationsomradet upp i delintervall sa att varje
del endast har singulariteter i &ndpunkterna.

Exempel

Integralen

/C’O dx
10 |z +5[1/3

delas upp i nedanstaende intervall.

~10 -5 0

Majorantprincipen
Om 0 < f(x) < g(x) i en omgivning av a. Da &r
e [“g(z)dx konvergent = [ f(z)dz konvergent.

o [? f(z)dx divergent =  [“g(z)dx divergent.

Jamforelseprincipen

Om f(x) och g(x) > 0 i en omgivning av a och
lim M =A#0,
L 9(o)

da konvergerar och divergerar integralerna
a a
/ f(x)dx och / g(z) dx
samtidigt.

p-integraler

> dx konvergent, om p > 1,
Sats — =9q
1 aP divergent, om p < 1.

[%
o P

{konvergent, omp <1,

divergent, omp > 1.



Parameterkurvor Sluten En kurva &ar sluten om startpunkten och slut-
punkten sammanfaller.

= (1)
Cao esEn o SR

definierar en kurva i planet. For varje t-virde ger (*) en _
punkt (z,y) = (2(t),y(t)) pa kurvan. sluten ej sluten

Uttrycket

Positivt led En sluten kurva som genomlops moturs sigs
vara genomlopt i positivt led.

Areaformeln

Om (z(t),y(t)), a <t < b, &r en enkel sluten kurva som ge-

Nér ¢ gar fran a till b sa genomloper punkten kurvan fran start- nomldps i positivt led, da ges arean som kurvan innesluter av

punkten (z(a),y(a)) till slutpunkten (z(b), y(b)).

b
A %/(a:y'—:ty)dt

b b
Nagra begrepp = / xydt = —/ Ty dt.
a a

Enkel En kurva ar enkel om kurvan inte skér sig sjalv.

e

enkel ej enkel



Polidra koordinater Areaformeln

En punkts ldge i planet kan anges av dess avstand r till origo

Arean av omradet som innesluts av vinkellinjerna v = vy
och den vinkel v som punkten bildar med z-axeln.

och v = vy samt kurvan r = r(v), (v1 < v < vg), ges av

V3
T A= %/ r(v)? dv
vy
y..
/’/‘ AN
v v =11
i, ?
. . : A v =
Talparet (r,v) kallas for punktens poldra koordinater. — Y0
Kurvor givna i polidr form ’

Om vi till varje vinkel v i ett vinkelomrade v; < v < vy ordnar
en radie

r=r(v),

sa kommer detta att beskriva en kurva i planet.

Om r(v) < 0 hamnar kurvan pa den motsatta sidan om vinkel v.



Vektorer Vektoraddition

En vektor anger en riktning i rummet (eller planet) och en
langd (belopp).
Vektorer brukar ritas som pilar,

/\

—

och betecknas med bokstéver i fet stil w, v, r,....
Notera att en vektor inte har nagon férankringspunkt i rum-

Summan av tva vektorer uw och v far vi pa foljande vis: Place-
ra u i punkten P och placera v i den punkt u:s spets hamnar.
Da har v sin spets i en punkt ). Summan u+ v dr vektorn PT?

Vektorsubtraktion
met utan alla vektorer som pekar i samma riktning och &r lika
langa &r samma vektor. Differensvektorn w — v &r den vektor som nér vi lagger till v
far wu.
/ u—v
v

Léngden av en vektor v betecknas ||v]. En vektor som har

langd 1 kallas for en enhetsvektor. (u—v)+v=u
Vektorn som nér den placeras i punkten P far sin spets i

punkten ) betecknas @

PG



Multiplikation med skalér

Om k > 0 pekar vektorn kw i samma riktning som w men har
lingd k ganger w:s lingd.

Om k < 0 pekar vektorn kw i motsatt riktning som w och
har langd |k| ganger w:s langd.

2u

1
—u
Polar uppdelning
En vektor v kan skrivas som

u = [luf e,

dar e, &ar enhetsvektorn som pekar i u-riktningen.
Detta ar alltsa en uppdelning av vektorn w i dess be-
lopp (ldngd) ||u|| och dess riktning e,.

Rikneregler

utv=v+u (Kommutativa lagen)
u+ (v+w)=(u+v)+w (Associativa lagen)
k(u +v) = ku + kv (Distributiva lagen)
(k+0u=ku+lu (Distributiva lagen)
k(fu) = (k0w

Koordinatsystem
I planet

Om vi har givet tva icke-parallella vektorer e; och es i planet,
da kan vi beskriva varje punkt P i planet pa foljande sétt:
Utgaende fran en baspunkt O anger vi striackor u; och us vi
ska ga i respektive vektorriktning e; och es for att komma till
punkten.

(D) ) P

U2 €2

» €1 O uy e;
Talparet (u1,us) kallas for punktens koordinater i koordinatsy-
stemet Oeq, es, 3.

I rummet

Med tre vektorer ey, es och es i rummet som inte ligger i ett
plan kan vi uttrycka varje punkt i rummet genom att ange en
baspunkt O och tre strickor i e;-, es- respektive es-riktningen
som tar oss till punkten.

€3

€2

€1

Taltrippeln (u1,us,us) kallas for punktens koordinater i koor-
dinatsystemet Oeq, es, e3.



Orientering
I planet

Ett koordinatsystem i planet &r ett hogerhandssystem om bas-
vektorerna e; och e, har samma inbordes forhallande som
hégerhandens tumme och pekfinger.

€2

AN

€1

I rummet

Ett koordinatsystem i rummet &r ett hogerhandssystem om bas-
vektorerna ey, es; och es har samma inbordes férhallande som
hogerhandens tumme, pekfinger och langfinger.

€3
€2

€1

Nagra begrepp
Komposant
Om u = (u1,us2,u3) i koordinatsystemet Oeq, ez, e3, d.v.s.
U = uje; + uses + uses,

da kallas uieq, uses och uszes for w:s komposanter i ei-, es-
och es-riktningen.

Linjarkombination
En summa i formen
ClU1 + CoU2 + - -+ + Cpy Uy,

diar c¢1,...,cy, dr tal, kallas for en linjarkombination
av U, ... ,Upy,.

Linjirt beroende/oberoende

Om nagon av vektorerna i samlingen {uq,... ,u,} kan uttryc-
kas som en linjarkombination av de 6vriga vektorerna da sigs
vektorerna vara linjiart beroende, annars linjért oberoende.

I en linjért beroende samling vektorer finns alltsa fler vektorer
an antalet riktningar de beskriver.

Sats  Vektorerna wi,uo,...,u, &r linjirt oberoende om
foljande implikation géller

cul+ - +eptty, =0 = cg=---=¢,=0.



Bas

Om w och us i planet ar linjart oberoende, da kan varje vektor i
planet skrivas som en linjirkombination av w; och us. {u1,us}
kallas darfor for en bas till planet.

Om w1, uy och us i rummet &r linjart oberoende, da kan varje
vektor i rummet skrivas som en linjirkombination av wq, us
och us. {u1, w2, us} kallas for en bas till rummet.

ON-bas

Om basvektorerna i en bas ar sinsemellan vinkelradta och har
langd 1, da ségs basen vara en ON-bas (ortonormerad bas).

Skaldarprodukt

Skaldrprodukten u - e mellan en vektor w och en enhetsvektor e
ar langden av vektorn w:s komposant i riktningen e.

Pekar u:s komposant och e i motsatta riktningar &r skalér-
produkten negativ.
Om 6 ar vinkeln mellan w och e, da &r

u - e = ||ul| cosb.

Skaldrprodukten mellan tva vektorer w och v definieras som

u-v=u-(Jvle) = [v]lu-e, = |ull [v]| cos.
Sats w och v &r vinkelrita < w-v=0.
Koordinatform

Om u = (u1, ug,u3) och v = (vy, vy, v3) i ett ON-system, da &r

UV = UiV + U2 + uzv3.

Rékneregler
u-v=v-u (Kommutativa lagen)
u-(vtw)=u-v+u-w (Distributiva lagen)
(u-v) = (ku) -v=u-(kv)



Linje

Lat ¢ vara linjen som gar genom punkten r¢ = (xg, Yo, 20) och
dr parallell med riktningsvektorn v = (a, b, ¢).

oy
%
7
Parameterform

Varje punkts ldge pa linjen kan beskrivas som att vi forst gar
till 7y och sen en viss stricka utmed v-riktningen,

r=7rg+1tv

O

Parametern ¢t bestimmer punktens avstand fran punkten 7.
Utskrivet i koordinatform far vi

T = x9+ at,
y:y0+bt7
z=2z9+ct.

Ekvation

Linjen kan ocksa beskrivas med ekvationen

I—ZTo Y—Yo Z— %0
a b c

(om a,b,c #0).

En punkt (z,y, ) ligger pa linjen om den uppfyller ekvationen.

Plan

Ett plan 7 kan beskrivas genom att ange en punkt ry =
(0, Y0, 20) 1 planet och en vektor n = (a, b, c) som &r vinkelrit
mot planet, en s.k. normalvektor.

Ekvation

En punkt r = (x,y, 2) ligger i planet om vektorn r —rq (fran rq
till 7) &r parallell med planet, vilket #r detsamma som att r—rq
ar vinkelrat mot n,

n-(r—ry =

I koordinatform blir ekvationen

a(x —xo) +b(y —yo) + c(z — 29) = 0.



Parameterform

Ett plan kan ocksa beskrivas genom att ange en punkt rg i pla-
net och tva linjart oberoende vektorer uw och v som ar parallella
med planet.

Varje punkt i planet kan da beskrivas som att vi forst gar till rg
och sedan en viss stricka i u-riktningen f6ljt av en viss stréicka
i v-riktningen,

r=rg+su-+tuv.

Parametrarna s och ¢t anger den stricka vi ror oss i respektive
riktning.

Kryssprodukt

Kryssprodukten u x v av tva icke-parallella vektorer w och v
definieras som den vektor som har en riktning som &ar vinkelrat
mot u och v enligt hogerhandsregeln,

u X v

och har beloppet
v = [[ul o] sin.
Koordinatform

Om u = (u1,us,u3) och v = (v1,v9,v3) 1 ett hogerhint ON-
system, da &r

uXxXv= (UQ’Ug — U3V2, —ULV3 + U3V, UV — u2v1).
Geometrisk tolkning

Om vi tolkar w och v som kantvektorer i ett parallellogram,

v



da ar
|lu x v|| = arean av parallellogrammet.
Rikneregler

UXV=—-vXuU
uX (V+w)=uxv+uxw
(vtw)Xu=vXu+wxu
E(u x v) = (ku) x v = u X (kv)
Observera att u X (v X w) # (u X v) X w i allménhet. Den
associativa lagen géller alltsa inte.

(Distributiva lagar)

Determinanter
2 X 2-determinanter

Tva vektorer u = (uy,us2) och v = (v1,v3) 1 planet spinner upp
ett parallellogram.

Arean av detta parallellogram &r beloppet av determinanten

+ .
Uy U2 U1 U2
= = U1V2 — UV1.
V1 V2 V1 U2

Determinanten ar alltsa en area med tecken.

(Antikommutativa lagen)

3 X 3-determinanter

Tre vektorer w, v och w i rummet spanner upp en parallellepi-
ped.

Volymen av denna parallellepiped ar beloppet av determinanten

Uy U2 us
U1 V2 V3| .
wyp w2 W3

Kofaktorutveckling lings forsta raden

En 3 x 3-determinant kan beridknas med kofaktorutveckling
lings forsta raden.
Vi illustrerar med ett exempel,

3 4 10
5 =2 3
1 0 7

Varje element i forsta raden ger en term i kofaktorutvecklingen.
Vi borjar med det vénstra elementet och stryker den rad och
den kolumn elementet befinner sig i.

-2 3
0 7



Determinanten av de tal som aterstar kallas for en minor. Den
forsta termen i kofaktorutvecklingen ar elementet ganger denna
minor,

3 4 10
5 -2 3|= 3-‘_02 3‘ + o
1 0 7

Nér vi gar vidare till nésta element i forsta raden strycker vi
pa samma sitt den rad och den kolumn elementet befinner sig
i,

5) 2 3
1 7

Den andra termen i utvecklingen &dr elementet ganger den nya
minor vi far av de icke strukna talen. Denna term har dock ett
minustecken framfor sig,

3 4 10
5 -2 3 :3’|_02 ?‘—4-";’ 3| + -
1 0 7

For det sista elementet i raden stryker vi raden och kolumnen
elementet befinner sig i,

5 =2
1 0

Den sista termen i utvecklingen blir elementet ganger motsva-
rande minor (med plustecken),

3 4 10
5o =2 3
1 0 7

-2 3
0 7

5 3

17

:3" 1 0

'—4-| |+ 10.|5 _2‘.

Detta ar kofaktorutvecklingen av determinanten ldngs forsta
raden. 2 X 2-minorerna i utvecklingen rdknar man sen ut med
den vanliga formeln.

Determinantformel for kryssprodukten
Kryssprodukten u x v kan berdknas med foljande formel

€1 €2 €3
U Xv=\u uz U3,
v V2 U3

dér determinanten berdknas med kofaktorutveckling langs
forsta raden,

U2 U3 Uy us Uy U2
uxXv=e; — e + e3 .
U1 U3 U1 U2

V2

Skalar trippelprodukt
Den skalédra trippelprodukten definieras som

ay Qg as
[a,b,c]za-(ch): b1 by b3 ,
C1 C2 C3

Sats a, b och c ér linjart beroende < [a,b,c] = 0.

Bevis Vektorerna a, b och ¢ idr linjart beroende omm (om
och endast om) de ligger i ett plan, vilket dr detsamma
som att parallellepipeden de spinner upp har volym
noll, d.v.s. [a,b,c] = 0.



Avstandsproblem
Problem

Bestdm det kortaste avstandet mellan en punkt/linje/plan och
en punkt/linje/plan.
Gemensamt for alla dessa avstandsproblem ar att det kortaste
avstandet ges av det vinkelrdta avstandet.

Lat oss visa detta for avstandsproblemet mellan en punkt P
och ett plan.

Lat @ vara den punkt i planet som gor att vektorn FTC)) ar
vinkelrdt mot planet och lat R vara nagon punkt i planet.

PQR bildar da en ratvinklig triangel och Pythagoras sats ger
att

IPE|? = |PQ|? + |QR|? > | PQ|*.

Detta visar att | PR > |[|PQ||, d.v.s. att [|PQ| dr det kortaste
avstandet.

De méojliga avstandsproblemen &r

Avstand

mellan punkt linje plan
punkt 1 2 3
linje 4 5

plan 6

Vi visar nu hur man l6ser varje typproblem.

1. Punkt-punkt

Avstandet mellan punkterna P = (p1,p2,p3) och Q =
(q1, G2, q3) ges av avstandsformeln

IPQl = v(p1 — q1)2 + (p2 — 42)% + (p3 — 43)%.
2. Punkt-linje

Avstandet mellan punkten P och linjen ¢ ges av det vinkelrita
avstandet.

L

Tag en punkt @ pa £. Da ges avstandet av lingden av vek-
torn Q) P:s komposant vinkelrdtt mot linjens riktning v.




Vi far denna komposant som differensen mellan Cﬁg och Cﬁ’:s 4. Linje-linje
komposant i v-riktningen,
Avstandet mellan linjen ¢; och linjen ¢y ges av det vinkelrdta
P avstandet.

d=[|QP — (QP - e,)e,|.

e

. ev
5 @r

3. Punkt-plan

Avstandet mellan punkten P och planet 7 ges av det vinkelrita

avstandet. Avstandsvektorn dr parallell med vektorn

n = v; X V3,

som just dr vinkelrdt mot linjernas riktningar v, och vs. Tag
en punkt P pa ¢; och en punkt Q) pa f5. Da ges avstandet d av
langden av vektorn CTP>:S komposant i n-riktningen.

P
Tag en punkt Q pa w. Da ges avstandet d av lingden av vek-
torn Q) P:s komposant i planets normalriktning n.

d=[(QP - en)en|| = |QP - e,

Q

d=[|(QP - en)e,| = |QP - e,



Vi kan inse detta med foljande resonemang. Lat A och B vara
de punkter pa respektive linje som ger det kortaste avstandet.

Da ér d = | BA| = |BA - e,|. Dela upp vektorn QP genom att
ga via B och A.

P

QP = QB + BA+ AP

Vi har nu att

|QP - e,| = |(QB + BA + AP) - e,,|
—| QB-e, +BA-e,+ AP-e, |

De grafargade termerna blir noll eftersom Q—B> och AP ir pa-
rallella med respektive linje och darmed vinkelrdt mot e,,.

—|0+BA e, +0|=|BA-e,| =|BA| = d.

5. Linje-plan

Linjen ¢ och planet m maste vara parallella for att problemet
ska vara meningsfullt (annars skéir de varandra och avstandet
ar noll). Tag en punkt P pa linjen.

Da ar avstandet mellan linjen och planet lika med avstandet
mellan punkten P och planet. Detta &r ett punkt-plan-
problem (se fall 3).

6. Plan-plan

De tva planen maste vara parallella for att problemet ska vara
meningsfullt (annars skir de varandra och avstandet &r noll).
Tag en punkt P i det en planet.

5

Da ar avstandet mellan planen lika med avstandet mellan punk-
ten P och det andra planet. Detta dr ett punkt-plan-problem (se
fall 3).



Reellvirda funktioner ten (Jc,y, f (a:,y)).

En funktion f som avbildar punkter (z1,...,z,) i R" till z z
varden i R kallas for en reellvird funktion av n variabler, vilket (x, y, f(z, y)) (x, y, f(z, y))
brukar skrivas f: R" — R. ’ <
S
Ty flxy,. ..., zp) Ty oy
~(.r1,...,acn) °(l',y) '(«T,y)
x x
. Nar detta gors for alla (x,y) i definitionsméngden uppstar en
Funktionsgraf yta som kallas for funktionen f:s graf.
y = f(x) Parameterkurvor
For varje punkt x pa x-axeln markerar vi punkten (sc, f (x)) Uttrycket
1 = ZEl(t)
=n) oy
Ty = Tp(t)

definierar en parameterkurva i R". Varje t-virde ger en
punkt 7(¢) = (z1(¢),...,z,(t)) pa kurvan.

Nar detta gors for alla x i definitionsméangden uppstar en kurva

som kallas for funktionen f:s graf. Q(t) = (q;(t), y(t), Z(t))
\ox

z = f(z,y)

For varje punkt (z,y) i z,y-planet markerar vi punk- & Y



Parameterkurvan ar alltsa en funktion ¢ — 7(t) som avbildar
t-viirden i 7 till punkter pa kurvan i R".

N /\
b 1
t
@1 r(t)
e
Riktningsvektor

Om vi tar tva parametervirden tg och tg + h nira varandra sa
kommer vektorn mellan motsvarande punkter 7(¢g) och r(tg +
h) pa kurvan, d.v.s. vektorn r(to+h) —r (o), att ha en riktning
som néstan dr parallell med kurvans tangent i r(tp).

tangent

’I"(t()) ’I'(t() + h)

Later vi h — 0 kommer riktningen hos 7(tg + h) — r(tp) att
konvergera mot tangentens riktning.
Derivatavektorn

7(to) = (£1(t0), ... ,&n(to)) = %li% r(to + h})z —r(to)

ar darfor en vektor som pekar i tangentens riktning i punk-
ten r(ty). Vektorn 7(to) kallas for kurvans riktningsvektor i

punkten.

tangent

En mekanisk tolkning

Om en partikels ldge beskrivs av parameterkurvan r = r(t),
dar t dr tiden, da ar

striacka

P(to) = fim —54

= Partikelns hastighet vid tiden t,
||7(t0)|| = Partikelns fart vid tiden ¢.

()

T



Regulir kurva

Lost uttryck ar en regulér kurva en kurva som é&r sldt och utan
hoérn.

For en parameterkurva r» = r(t) finns tva typer av punkter
dar kurvan inte ar regulér:

1. Punkter dér derivatan 7(to) antingen inte existerar eller
inte ar kontinuerlig, och

2. punkter dér 7(ty) = 0.

Dessa undantagspunkter kallas for singuldra punkter.

Fall 2 svarar mot att parameterkurvan saktar ner och ”stan-
nar upp” i punkten. Efter passagen kan kurvan fortséitta i en
annan riktning utan att kurvan for den skull blir icke-deriverbar
i punkten. Kurvan har da en s.k. spets i punkten.

i(to) = 0

Nivakurvor

Om vi har givet en funktion f: R®> — R och betraktar alla
punkter i R? som avbildas pa ett fixt virde C, sa far vi van-
ligtvis en kurva i planet.

Y f
O T C

Alla punkter pa kurvan har samma funktionsviarde C. Detta
kallas for en nivakurva.

Ritar vi upp funktionens graf sa &r nivakurvan den kurva i
x, y-planet ovanfor vilken funktionsytan skéar planet z = C.

X

% nivakurva



Griansvirde

Innan vi definierar griansvirde for en funktion f: R" — R
repeterar vi definitionen av

lim f(z)=b
nir f: R — R.
f[tR— R
Med gréansvirdet

lim f(x) =10

menar vi intuitivt att ndr x nirmar sig a sa nidrmar sig f(z)
vardet b.
Funktionen f kan vi illustrera med figuren

/
T

Om vi viéljer en e-omgivning kring vérdet b,

f
T

®
g-omg.
®

sa ska det finnas en d-omgivning kring a sa att alla punkter
(utom a) i J-omgivningen avbildas inom e-omgivningen av b.

f
T

{ f(z) inuti e-omg.
®

d-omg. § 1

Punkter d-néra a avbildas alltsa e-nédra b. Néar vi krymper ¢
maste vi givetvis vélja 0 mindre, men oavsett hur liten e-
omgivning vi véljer ska det alltid vara mdojligt att hitta en sadan
d-omgivning.

Mera formellt lyder definitionen

For alla € > 0 maste det finnas ett § = §(g) > 0 sa att

|f(x) —b] <e forallax # aiintervallet (a — §,a + 9).



f:R" > R

Om f: R" — R sa definierar vi griansvirdet

lim () = b
pa ett liknande sétt.
R" / B
a — b

Om vi véljer en e-omgivning av vérdet b,

T

g-omg.

sa ska det finnas en J-omgivning kring a sa att alla punkter
(utom @) i J-omgivningen avbildas inom e-omgivningen av b.

d-omg. T

x

f(x) inuti e-omg.

Oavsett hur litet € > 0 ar ska det finnas ett sadant § > 0.
Gransvardet definieras som:

For alla ¢ > 0 maste det finnas ett § = §(e) > 0 sa att

|f(x) —b| < e for alla  # a som uppfyller ||z — al < 6.

Rikneregler

Om lim f(x) och lim g(x) existerar, da dr
r—a r—a

L lim (f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(=),
2. lim (f(z) - g(z)) = lim f(x) - lim g(z),
3. lim f(z)g(z) = (lim f(z)) - (lim g(x)),
_ f(@) _ limg_q f(2) :
4. al}lir}l (@)~ Ty g(x)’ om al}lir}zg(a:) # 0.

Instingningsprincipen

Om

flx) <g(x) < h(z)

och f(x),g(x) — b da x — a, da giller att

g(x) - b dax— a.

Kontinuitet

En funktion f: R" — R &r kontinuerlig i punkten & = a om

Sats

lim f(2) = f(a).

r—a

Funktioner uppbyggda av elementédra funktioner &r
kontinuerliga.



Partialderivata

Derivatan av en funktion y = f(x) i en punkt z = a méter
andringstakten av f i punkten.

Ritar vi grafen till f &r derivatan f’(a) lutningen hos f:s
tangentlinje i x = a.

lutning = f’(a)

Betrakta vi nu en funktion z = f(x,y) av tva variabler sa &r
den definierad i z, y-planet.

z
4\

z (a,b)

For att beskriva #ndringstakten av f i en punkt (a,b) sa
behover vi ange derivatan av f i tva linjart oberoende riktning-
ar. Det ar naturligt att vélja dessa riktningar som z- och y-
riktningarna.

Om vi haller y-variabeln fix och deriverar f(z,y) med avse-
ende pa x, da far vi partialderivatan av f med avseende pa z,

af f(a+h,b)—f(a,b)
gp (@) = jim h '
z
Tangentens lutnmg = a,b)
837

Om vi haller z-variabeln fix och deriverar f(z,y) med avseende
pa y, da far vi partialderivatan av f med avseende pa y,

_f(aab).

b+ h
(a b)_l"lb—>0 f(a’ - })L

of
a_y(av b)

Tangentens lutning =



Har vi en funktion y = f(x1,x2,... ,x,) av n variabler sa defi-

nieras n st partialderivator i punkten a = (aq,... ,a,) som
of flar + hyaz, ... ,a,) — flay,a9,... ay)

) a) =1

815'1 (CL) hi% h ’

of . flar,...,apn—1,an +h) — f(ar,... ,an—1,a5)
— =1 .
ox, (a) hlg%) h

Olika beteckningar

Det finns andra beteckningar for partialderivatorna,

of

——  skrivs dven som f., D, f, fi.
8:171

Hogre ordningars partialderivator

Om partialderivatorna deriveras i sin tur far vi andraderivator

L) D) L) - 2

Oz \ Oz 8_y ox ox dy 8_y oy
Dessa derivator betecknas mer kortfattat som
o:f  *f % f i >*f
0x2’ Oydx’ Oxdy FOSPERLIVE oy’
Alternativa beteckningar ar
0% f
@ = fg/c/x =D, Dyf = f{lla
82f o " D D __ el t d . h . d
90y fye = D2 Dy f = f3) (notera ordningen hos indexen).

Differentierbarhet

En funktion f ar deriverbar i en punkt om dess partialderivator
existerar i punkten.

Bara for att en funktion dr deriverbar i en punkt sa ar det inte
ett tecken pa att funktionen dr "regulér” i punkten. Exempelvis
har funktionen

partialderivator i origo men funktionen &r inte ens kontinuerlig
dér.

Ett battre matt pa en funktions regularitet &r om funktionen
ar differentierbar. En funktion f &r differentierbar i en punkt p
om den lokalt kan beskrivas som en linjér funktion, d.v.s.

dér resttermen uppfyller ,PH}) R(p,h) = 0.

Sats Om alla partiella derivator av f ar kontinuerliga en
omgivning av en punkt, sa ér f differentierbar i omgiv-
ningen.

Sats Om en funktion ges av elementéra uttryck, da &r funk-
tionen kontinuerlig i de punkter dér den ar definierad.



Riktningsderivata

Istédllet som for partialderivatorna méta hur funktionen dndrar
sig i axelparallella riktningar kan vi méta f:s &ndringstakt langs
en linje med enhetsriktningen v = (¢, d),

r(t) = (a,b) + t(c,d),

T
d.v.s. betrakta
of .. fla+ch,b+dh)— f(a,b)
gy (©0) = iy h '

Detta kallas for f:s riktningsderivata i riktningen v.

Vektorn

_(9f of
Vf = <ax1"" ’amn>
kallas for gradienten till f.

Sats Om f #r differentierbar i punkten (a,b) och v &r en
enhetsvektor, da &r

of

5o (a,b) =V f(a,b)-v.

Av ovanstaende sats ser vi att riktningsderivatan ar som storst
da v pekar i samma riktning som V f. Gradienten V f ar alltsa
den riktning i vilken funktionen véxer mest.

Kedjeregeln

Kedjeregeln har det formella utseendet

Om f(z1,...,2,) och z1(t),...,z,(t) dr differentier-
bara funktioner, da ar

d
OB ()
n 8581 dt 8%2 dt

OF dan
oz, dt

Som ett exempel pa kedjeregeln ska vi berdkna derivatan

d 6arctam T

drsinz + logtanz’
Vi kan forenkla uttrycket genom att infora deluttryck,

arctan x
e e

sinz + log tan x sinz + logtanx

u u

e

v + log tanz

(&

v+ logw’

dér u = arctanx, v = sinz och w = tanz. Kedjeregeln ger nu



att

d earctan T

%sinx+logtanx
0 et du 0 et dv
_%v—i—logw.% %v#—logw.%
0 e dw
ow v+ logw dx

e 1 e
_ : - - COS T
v+logw 1422 (v+logw)?
¢ L (1 + tan®z)
- . an”
(v+logw)? w
earctanx 1 earctan x
— : - — — 5 - COST
sinx + logtanx 1+ x (sinz + log tan z)
earc:tam T

. - (1 + tan’® z).
(sinx—l—logtanx)2 tanz ( )

Vi kan ocksa se kedjeregeln som en deriveringsregel for sam-
mansatta funktioner.

Funktionen r(t) = (z1(f),...,z,(t)) &r en funktion fran R
till R™ (parameterkurva) och f(z1,...,x,) &r en funktion
fran R" till R.

P

Parameterytor

En parameteryta &r en funktion r = r(s,t) som avbildar para-
meterpunkter (s,t) i en 2-dimensionell parameterméngd till en
yta.

A

I koordinatform kan parameterytan skrivas som

r = x(s,t),
= Sat)a
z = z(s,t)

Varje virde pa s och t ger en punkt pa ytan. Nér s och ¢ varierar
over parameterméngden sa varierar r(s,t) over ytan.

Normalvektor

Om vi i parameterméngden later (s,t) variera lings en axelpa-
rallell linje genom en punkt (sg,tg) sa far vi en kurva som ligger
pa parameterytan och gar genom punkten r(sg, o).

t /—\




¢ /—\

L s

I detta fall har vi alltsa en parameterkurva eftersom vi endast
tillats variera en av parametrarna (vi har en funktion R — R™).

t /\i
@
0s
S

or
ot
I ytan kommer derivatorna 9% (so,to) och 2 (s, to) vara rikt-

ningsvektorer till respektive parameterkurva, d.v.s. derivata-
vektorerna ar tva vektorer parallella med ytan. En normalvek-
tor till ytan blir darfor

o or
9s ot

n

Regulir parameteryta

En reguldr yta &r en yta som ér sldt och saknar horn och kanter.
Nar vi har en parameteryta r = r(s,t) sa finns det tva typer
av punkter déar ytan inte ar regulér:

1. Punkter dér r:s partialderivator inte existerar eller inte ar
kontinuerliga, och
or

r
2. punkter ddr normalvektorn — x — = 0.

Os Ot

Sadana punkter kallas for singulédra punkter till parameterytan.

Nar fall 2 intraffar kan det bero pa att ytan har en kant el-
ler horn i punkten. Just i sadana punkter &ndrar ytan plotsligt
riktning och for att detta ska kunna ske utan att fall 1 in-
traffar sa maste parametriseringen ”stanna upp” i punkten,
d.v.s. atminstone en av riktningsvektorerna % och % blir en

nollvektor.

L/\
L/\

Det ar ocksa mojligt att tédnka sig punkter dér % och % blir

linjart beroende, d.v.s. parallella. I sadana punkter kan ytan
vara degenererad.




Det ar alltsa endast i punkter dar % och % ar linjart obero-
ende, d.v.s.

or Or
9 370

som vi kan garantera att ytan &r regulér.
Nivaytor

Sdg att vi har en funktion f: R* — R, d.v.s. en reellviird
funktion av tre variabler.

S

fz,y,2)

Om vi betraktar alla punkter (z,y, z) som avbildas pa ett fixt
varde C, sa far vi vanligtvis en yta i rummet.

z

S
/—\

X

Alla punkter pa denna yta har samma funktionsvéirde C. Detta
kallas for en nivayta.

Gradient

Om vi har givet en nivayta f(z,y, z) = C som gar genom punk-
ten (a,b,c), da ar gradienten V f(a,b,c) vinkelrit mot ytan i
punkten (a, b, c).

X

Tar vi ndmligen en riktning v som &r parallell med nivaytan sa
ar riktningsderivatan

of

—(a,b,c) =V f(a,b,c)-v=0

 (a,b,0) = Vf(a,b,0
eftersom f inte &ndrar virde lidngs nivaytan. Detta visar att V f
ar vinkelrat mot nivaytan.



Regular nivayta

En regulér yta ar en yta som &r sldt och saknar hérn och kanter.
En nivayta f(z,y,z) = C har tva typer av punkter déir den
inte &r regulér:

1. Punkter dar f:s partialderivator inte existerar eller inte &ar
kontinuerliga, och

2. punkter dir Vf = 0.

Sadana punkter kallas for singuléra punkter till nivaytan.

Fall 2 intréaffar i punkter déar nivaytan har en kant eller horn
(och fall 1 inte intriffar). Pa olika sidor om punkten har da
ytan en gradient som pekar i olika riktningar men eftersom V f
ar kontinuerlig maste Vf = 0 i punkten for att bevara konti-

nuiteten.
Vf\ i\,



Matriser

En matris ar en rektangulér tabell av tal,

-1 3 17
-4 -3 2
14 4 0
6 100 -2

Om matrisen har m rader och n kolumner sa sédger vi att ma-
trisen har storlek m x n.

Index

Vi indexerar elementen i matrisen genom att inféra matrisen i
ett koordinatsystem.

kolumn

-1 3 17
-4 -3 2
14 4 0
6 100 -2

rad
(i, j)-elementet &r talet pa rad i och kolumn j.
Matrisalgebra
Addition

Vi definierar summan av tva matriser med samma storlek ge-
nom att summera matriserna komponentvis,

4 -3 0 —4 440 —34(—4)
1 7]+l o0 5= -1+0 7+5
0 5 1 1 0+1 5+ 1

Subtraktion

Differensen av tva lika stora matriser dr den komponentvisa
differensen,

4 -3 0 —4 4-0 —3-—(-4)
-1 7]-{0 5 |=|-1-0 7-5
0 5 11 0—1 5-1

Multiplikation med skalar

Nar vi multiplicerar en matris med ett tal multiplicerar vi varje
element i matrisen med talet,

4 -3 3.4 3-(=3)
3l -1 7 |=|3-(-1) 3.7
0 5 3.0 3.5

Rikneregler

Eftersom vi definierat rikneoperationerna komponentvis arver
vi samma riakneregler fran de reella talen.
Om A, B &r matriser och a, b ar skaldrer, da géller att

A+B=B+A
A+(B+C)=(A+B)+C

a(A+ B) =aA+aB
(a+b)A=aA+0bA

a(bA) = (ab)A

a(AB) = (aA)B = A(aB)

Kommutativa lagen
Associativa lagen

Distributiva lagar



Matrismultiplikation

Produkt av en rad med en kolumn

Vi ska infora en speciell produkt for uttryck av typen
axr + by + cz,

genom att definiera

(a b c) =a-x+b-y+c-z.

IS

Med denna produkt separerar vi naturligt koefficienterna a, b,
¢ och variablerna x, y, z i tva faktorer.
For uttryck av typen

a1x1 + asxo + - + anTy

infor vi motsvarande produkt

X1
)

~—

(CL1 az ... Qp

Produkt av rader med en kolumn

Ofta har vi, t.ex. i ekvationssystem, flera uttryck med samma
variabler men olika koefficienter,

ax + by + cz,
dz + ey + fz.

Genom att vi i den tidigare produkten skrev koefficienter-
na som en rad kan vi infora ett kompakt beteckningssitt for
ovanstaende uttryck genom att stapla koefficienterna pa hojden,

i
a b c B a'fl]'—i—b'y—FC'Z
d e f Y17 \datey+f =
z

I denna utvidgade produkt verkar alltsa raderna i den vénstra
matrisfaktorn oberoende av varandra.
Mer allmént later vi

a1 @12 - G1n 1
Ga21  G22 - Q2p X9
Aml Am2 - Omn Ln

betyda

1171 + a2 + -+ a1pTy
a921X1 + a92X9 + -+ A2 TLn

Am1T1 + Am2T2 + -+ + Apn Ty



Produkt av rader med kolumner

Det forekommer ocksa att koefficienterna dr desamma, men att
variablerna dr olika. Exempelvis giiller detta ndr vi har samma
ekvationssystem men olika hogerled,

au + bv + cw =1
du+ev+ fw=j

ar+by+cz=g

dr+ey+ fz=nh och

Ekvationerna kan da skrivas som
Gt )= ()
d e f . h
(a b c) Z - (z)
d e f)\, J

Ett sadant system av ekvationssystem kan vi sammanfatta ge-
nom att i sidled rada upp kolumnerna,

T U )
(a b c) y | = < g z)
d e f Y w h j
och med detta skrivsitt mena att raderna i den vanstra matri-
sen multipliceras med kolumnerna i den hégra matrisfaktorn,

a b c
(e s)

<
I

_(ax+by+cz au+bv+cw
S \drx+ey+ fz dutev+ fw)’

n e 8
g <

Rikneregler
Om A, B, C' ar matriser och a &r en skaldr, da géller att

Associativa lagen A(BC) = (AB)C

Distributiva lagar A(B + C) = AB + AC
(B+C)A=BA+CA

Potenser A" =A-A---A (n faktorer)
Am—i—n — AmAn

Obs! AB # BA i allménhet!
Transponat

Transponatet A' av en matris A dr den matris vi far nér vi i
matrisen A later rader bli kolumner

t

L2 1 4 7 10
150 =12 5 8 11
7T 8 9
3 6 9 12
10 11 12

Om matrisen A har storleken m xn sa har alltsa A? storleken n x
m.

Rikneregler

Om A, B &r matriser och a ar en skalér, da géller att

Att — A
(A+ B)! = A' + B
(@A)t = aAl

(AB)t = BiA!



Nagra speciella matriser
Nollmatris

Nollmatrisen som bara bestar av nollor,

O=|: . 1.

fungerar som 0:a i matrisalgebran,
A+0=A
Enhetsmatrisen

Enhetsmatrisen med ettor pa diagonalen och nollor annars,

1
1
E= ,
1
fungerar som 1:a i matrisalgebran,
EA=AFE = A.

Inversmatris
Inversen till en matris A dr en matris B som uppfyller
AB=BA=F,

och betecknas A1,
Inverser finns bara till kvadratiska matriser, men inte till alla
kvadratiska matriser.

Triangulidr matris

ai; a2 -+ Ain
G22 -+ O2n Overtriangulir, eller
hégertriangulér
CL?’L’I’L
aii
a1 a22 Undertriangulér, eller
vénstertriangular
an1 QAp2 - Adpp
Diagonalmatris

En kvadratisk matris med nollelement utanfor diagonalen,

ail

ann
kallas for en diagonalmatris.
Symmetrisk matris

En kvadratisk matris &r symmetrisk om spegelbilderna av ele-
menten i diagonalen &r lika

3 1 0 3 1 0 3 1 0
1 4 -1 1 4 -1 1 4 1
0 -1 2 0 -1 2 0 -1 2

Matematiskt uttryckt #r en matris A symmetrisk om A* = A.



Determinant av ordning n

Vektorerna
a; = (a11,a12, S 7a1n)7
az = (a21,a22, e 7a2n)7
a, = “%ﬂ;an2r"7ann%

spanner upp en hyperparallellepiped i rummet R".

Exempel ndr n = 3

Volymen av denna parallellepiped &r beloppet av determinanten

a ailr aiz 0 Glp
as ag1 Q22 -+ QA2p
an an1 an?2 e Ann

Vi ska inte ga in pa hur man egentligen definierar volym i R".

Sarrus regel

Sarrus regel &r en minnesregel for berdkning av 3 x 3-

determinanter.
Vi placerar de tva forsta kolumnerna till hoger om determi-

nanten

W N =
S Ut
© 0
W N =
S U

och ritar ut héger- och vinsterdiagonaler,

P

Determinantens véarde far vi genom att ldgga ihop hoger-
diagonalprodukterna och dra ifran vénsterdiagonalprodukt-

erna.

W N =
S Ot

© 00
I
DO
o

=1-5-9+4-8-347-2-6
-3:5-7-6-8:-1-9-2-4=0.

Observera att denna regel endast géller for 3 x 3-determinanter.



Kofaktorutveckling Nista term i utvecklingen bildas pa motsvarande sétt

Vi kan berékna en determinant genom kofaktorutveckling léngs 3 0 —14
en rad eller en kolumn. Vi illustrerar med ett exempel, 6 1 0 1
3 4 0 —14 1 9 4 3
6 2 0 1 0o 3 7 2

B (1) 2 i _;’ 4 0 —14 3 0 —14

=+(-1)-| 2 0 1 |—9-] 6 0 1

Utveckling ldngs en rad 3 7 2 0 7 2

Vi viljer en rad i determinanten (vilken som helst), t.ex. rad 3,

3 4 0 —14

dar vi nu har ett minustecken i teckenmatrisen

6 2 0 1 + -+ -
-1 9 4 -3 -t - f
0 3 7 2 .-
- 4+ -+
Varje element i raden ger upphov till en term i utvecklingen.
Termen som svarar mot det forsta elementet —1 far vi som De andra tva elementen pa raden ger de tva sista termerna i
elementet ganger motsvarande minor, d.v.s. determinanten av utvecklingen
de tal som aterstar nar vi stryker den rad och kolumn elementet
befinner sig i. 3 4 0 —14
6 2 0 1
1 io0 - 40 -14 1 9 4 -3
2 0 ! =+(-1)-]{ 2 0 i+ 0 3 7 2
-1 9 4 3 3 7 9
(b 3 7 9 4 0 —14 3 0 —14
\ =+(-1)-| 2 0 1 |—9-] 6 0 1
Termen har ocksa ett tecken som ges av motsvarande element 3 7 9 0 7 9
i foljande teckenmatris
3 4 -14 3 40
T
. 2 1] — (=3)- 2
- + - + Alternerande u (=3)-] 6 0
. 0 3 2 0 3 7
+ - 4+ - teckenmatris

- 4+ - 4+



Utveckling lings en kolumn

Kofaktorutveckling langs en kolumn gar till pa samma sétt som
for en rad. Vi véljer en kolumn i matrisen, t.ex. kolumn 2,

3 4 0 —14
6 2 0 1
—1 9 4 =3
0 3 7 2

Varje element i kolumnen ger en term i utvecklingen.

Den forsta termen &r det forsta elementet ganger motsva-
rande minor. Tecknet framfoér termen far vi fran motsvarande
element i teckenmatrisen

+ = + -

_|_

+ 1+
+
+ 1+

Den forsta termen ar alltsa

: W o

=—4.| -1 4 -3 |+
-1 9 4 -3 2 ¢ 3
0o 3 7 2

Ovriga element i kolumnen ger resten av termerna,

+2.

+3

W O© N =

~N A~ O O

O O N+~ O




Elementira radoperationer Determinantberikning med radoperationer

Det finns tre elementéra radoperationer. Om vi utfor en elementéir radoperation pa en matris sa dndras

oo ‘ dess determinants virde enligt foljande regler:
1. Multiplicera en rad med en nollskild konstant.

‘ 1. |A| = |A9),

Fore: 2 3 4 5 [® 2. |[A] = ;|Ae|, (ddr a#0),
\ 3. |A| = —|A3).
(

Strategin ar att vi med radoperationer omvandlar matrisen till
en matris vars determinant ar enkel att berékna, t.ex. en trian-

Efter: 2-2 2-3 2-4 2-5 guldr matris.

\ ti1 tiz - lin
2. Addera en multipel av en rad till en annan rad. lag -+ ton
) Sats ) .| =tutae - tyn.
2 3 4 ) R :
Fore: tnn
\ 6 7 8 9
. Bevis Kofaktorutveckla hela tiden férsta kolumnen,
2 3 4 5!
Efter: bt oo
6-2-2 7-2-3 8-2.4 9-2.5 2 1n too ton
\ tag -+ ton
=t K Sl 4+0+---+0
3. Byta plats pa tva rader. H : . '
. (2 3 4 5 ) | tnn
ore:
6 7 3 9 t33 l3n
) =t11t22 . |+0+---40
(6 7 8 9 ) to
Efter:
\ 2 3 4 5 y, = 0.8.v. ={t11to9 thn




Vi illustrerar med ett exempel,

0 4 7
3 1 -2
-3 -9 -13

Forst byter vi plats pa rad 1 och 2 for att fa ett nollskilt tal i
position (1,1). Detta steg gor att determinanten byter tecken,

0 1 7 5 3 1 -2
3 1 -2 =—10 4 7
-3 -9 -13 -3 -9 -13

Sedan vill vi ha nollor under (1,1)-elementet, och det far vi
genom att addera 1 ganger forsta raden till tredje raden,

3 1 -2 3 1 —2
-0 4 7 —— 0 4 7
-3 -9 —13 343 —9+1 —13+(-2)
3 1 -2
=—|0 4 7
0 —8 —15

Denna radoperation &ndrade inte determinantens vérde.

Sen flyttar vi uppmérksamheten till diagonalelementet (2,2).
For att fa en nolla under 4:an adderar vi 2 ganger andra raden
till tredje raden,

3 1 =2 3 1 —2
-0 4 7 ?:— 0 4 7
0 —8 —15 0+2-0 —8+2-4 —15+2-
31 —2
=—|0 4 7
00 -1

Notera att eftersom vi hade en 0:a i andra radens forsta kolumn
sa paverkade inte denna radoperation den forsta kolumnen. Vi
lyckades alltsa behalla den kolumnen intakt.

Vi har nu en triangulér determinant vars véarde &r produkten
av diagonalelementen,

301 =2
0 4 7 |=-3-4-(-1)=12.
0 0 —1

7



Determinantregler
Om A och B ar n X n-matriser, och a ar en skaldr, da géller att
1. det(aA) = a™det A,
2. det(AB) =det A - det B,
3. det(A") = det A,

4. det(A™1) = (det A)_l.
Eftersom radoperationer blir kolumnoperationer nér vi trans-
ponerar en matris ger det A = det A? f6ljande regler for kolum-
noperationer

o |A] = Ao,
o Al = ;lAe,
o |A]=—|Au.

Adjunktformeln

Vi ska hérleda en allmén formel for inversen till en matris A.
Denna formel kallas for adjunktformeln.

3 X 3-fallet

Kofaktorutveckla determinanten av matrisen A langs forsta ko-
lumnen,

ailz ai2 a3
det A = 21 Q292 Q23
a31 0as2 dass

aiz Qi3
a22 Q23

Q22 Q23

= +a1
a32 Q33

Detta uttryck kan vi se som en produkt av en rad och en ko-
lumn,

a1z Qi3
a22 Q23

12 Q13
a32 433

) Zi - (1)

Betrakta nu determinanten

aiz 12 13
a22 Q22 G23
asz 32 33

som har vardet noll eftersom de tva forsta kolumnerna ar lika.
Kofaktorutveckling langs forsta kolumnen ger

a2 a2 a3
Q22 Q22 G23
a3z2 Aaz2 ass

aiz Qi3
a22 Q23

aiz a3
asz2 Aas3

Q22 Q23

+ a3z
a3z as3

= +ai2 — 22

Detta uttryck kan vi skriva som

ai2 a3
a22 a23

aiz2 a3
az2 as3

) le - (2)

a32

Notera att vi har samma radvektor som i (1).
Betrakta sen nolldeterminanten

ais aiz2 ais
a23 Q22 G23
as3 a3 ass



(forsta och tredje kolumnen lika) och kofaktorutveckla forsta
kolumnen

aiz a2 a3
Q23 QA22 Q23
a33 a23 ass

22 Q23 12 Aai13 12 Aai3
= +ai3 — a3 + ass
az2 433 az2 a33 Ga22 Q23
a13
_ [ |Q22 @23  |G12 @13 a2 a3 a3 (3)
agz2 a33 aszz2 a33 Q22 (23
as33

Eftersom vi har samma radvektor i (1), (2) och (3) kan vi rada
upp kolumnvektorerna och sammanfatta de tre sambanden som

ail a2 ais
a22 A23 ai2 Qi3 a2 Qi3
- 21 QA22 A23
aszz ass a32 33 Q22 Q23
a31 0as2 ass
= (detA 0 0). (4)

Om vi istéllet kofaktorutvecklar det A lings den andra kolum-
nen och genomfor ett liknande resonemang far vi sambanden

aix; a2 ais
a21 Q23 ailp a3z aip a3
B a31 ass a3 ass B az1 Q23 @21 G2z a2
asyp as2 ass
= (0 detA 0). (5)

Kofaktorutveckling av det A langs den tredje kolumnen ger slut-

ligen féljande tre samband

aix a2 a3
a1 Aa22 a1l a2 ail ai2
— az1 Q22 G23
asr asz2 aszy as2 az1 G222
as1 as2 ass
=(0 0 detA). (6)

Vad (4), (5) och (6) har gemensamt &r den andra faktorn A
i vansterledet. Med matrisprodukten kan vi sammanfatta alla
dessa samband genom att stapla radvektorerna pa varandra,

4 Q22 Q23 _|G12 Q13 4 12 Qa13
az2 Aass as2 Aas3 Q22 QA23
a21 Q23 a1l ais ail ais @i 2
— + — a1 G222 G23
a3 ass asir ass az1 Aa23
a31 0as2 dass
az1 Q22 ailr ai2 ailr ai2
+ — +
as; as2 asir asz az1 Aa22
det A 0 0
= 0 det A 0
0 0 det A

Genom att stuva om detta uttryck nagot och infora foljande
beteckning fér minorerna

M;; = determinanten av A med rad ¢
och kolumn 5 borttagna.

har vi att
1 +Miw —Msy +Msy
ot A —Mis +May —DMso A = E
+Miz —Msz +Mss



Genomfor vi sen hela detta resonemang med med radutveckling
istéllet sa fas

1 +My1 =My +Ms
ot A —Mis +May —Msy | = E
+Miz —Msz +Mss

Matrisen av minorer (&dven kallad adjunktmatrisen) delat
med det A &r alltsa inversmatrisen till A. Lite mer min-
nesvénligt brukar man skriva

T
1 +Miw —Mie +Mis
Al = Tt A —Msy  +May —Mos
+Msy  —Mszy +Mss

Allméiant fall

For en n x n-matris A med det A # 0 ges inversen av formeln

+Miq (_1)n+1M1n .
-1 1 — M2 (—=1)"2 My,
- det A : :
(_l)n—l—anl (_l)n—l—nMnn

Sats A inverterbar < det A # 0.
Bevis = Om A ar inverterbar ger determinantreglerna att
l=detE =det(AA ") =det A-det A™!
= det A #0.

<  Om detA # 0 sé ger adjunktformeln A~!, som
darmed existerar.

Linjira ekvationssystem
Ett linjart ekvationssystem

3z —4y+ Tz — 3u =3,
20+ y + 4u = 2,

kan vi med matrisprodukten skriva som

3 —4 7 =3
2 1 0 4

eller mer symboliskt

-3

f ve 8

Ax = b.

Vi ska presentera tre metoder for att losa linjara ekvationssy-
stem varav de tva forsta bara fungerar om koefficientmatrisen A
ar kvadratisk och inverterbar.

Inversmultiplikation

Vi vinstermultiplicerar ekvationen Az = b med A1,

A Az = A" & Ex=A"1
& x = A"1h.

Inversen A~! far vi fran adjunktformeln.



Cramers regel

Systemet Ax = b, ddr A inverterbar, har 16sningen

. det Az
~ detA’

x; fore=1,2,... ,n,

diar A; ar matrisen A med kolumn ¢ ersatt med hogerledet b.

Bevis
z;-det A
ail ... Q1i—1 G1T; A1+l -.. GQin
as1 ... Q25-1 Q2T Q24341 ... (2,
anl ... Qni—1 GQnpiT; ani+1 ... QOnn
air ... Qi4i-1 @111+ -+ A1eTn A1+l ... Gln
asir ... Q24-1 G211+ -+ a2nTn  QA24+1 ... Q2p
an1 e an,i—1 An1T1 + * + QunTn An,i+1 e Ann
ainr ... aii—1 bi a1 ... an
az ... azi—1 b2 aziy1 ... a2
=1 . . . . . = det A;
QAnl ... an,i—1 bn QAn,i+1 ... Ann

Gausselimination

Vi ska anvédnda elementéra radoperationer och stegvis forenkla
ekvationssystemet tills vi direkt kan avlédsa 16sningen. Den vik-
tiga observation som ligger bakom denna metod &r att en rad-
operation inte dndrar systemets l6sningsméngd.

Strategin vid gausselimination liknar den vi anvénde vid de-
terminantberikning med radoperationer. Vi illustrerar med ett
exempel,

20+ 2z= 8§,
z+ 6y—2z= 27,
—2x — 13y + 4z = —57.

For att utrdkningen ska bli kompaktare och tydligare brukar
man skriva systemet som en matris

0 2 2 8
1 6 -2 27
-2 13 4 —57

I matrisen har vi rensat bort all 6verflodig information och bara
behallt variabelkoefficienterna och hogerledet.

Forst ser vi till att fa en 1:ai 6vre vénstra hornet, t.ex. genom
att byta plats pa forsta och andra raden.

0 2 2 8 5
1 6 -2 27
-2 —13 4 —57

Sedan ser vi till att vi far nollor under denna 1:a genom att
addera 2 ganger forsta raden till tredje raden (i den andra raden



har vi redan en nolla).

1 6 -2 27
0o 2 2 8 ~
—2 —13 4 |-57
1 6 —2 27
0 2 2 8
2421 —134+2-6 4+2-(=2) |-57+2-27
1 6 -2 27
0o 2 2 8
0 -1 0 -3

Vi gar sedan vidare till nésta diagonalelement (2,2). Vi multi-
plicerar raden med % for att fa en 1:a,

4 )
1 6 -2 27
0 2 2 8 @ ~
0 -1 0 ~3
\ J
(1 6 -2 27
0o 1 1 4
0 -1 0 -3
\ J

Vi adderar andra raden till tredje raden och adderar —6 ganger
andra raden till forsta raden for att fa nollor 6ver och un-

der 1:an.
(1 6 -2 27 )
o 1 1 4 ~
L0 -1 0 | -3
1 0 -8 3 )
0o 1 1 4
Lo 0 1 1

Det sista steget &r att vi ser till att fa nollor ovanfor det tredje
diagonalelementet.

(1 0 -8 3 )

0o 1 1 4 ~
0 0 1 1)%
(1 0 o0 11 )

0 1 0 3
Lo 0 1 1

Nu &r det bara att avldsa losningen fran sluttablan

r=11, y=3, och z=1.



Jacobis metod for matrisinvers

Sats (A-B)?=(A9)-B
(A-B)e = (Ae)-B
(4-B)s = (A7) B

Antag att A &r inverterbar. Utfor radoperationer som tar A till
enhetsmatrisen F,

AQoy-9=F.
Utfor samma radoperationer pa F,

E Q0% 9 =(A-A"1)Q03- 9
= (Agoy @) A7
=E- A=A

Stéller vi alltsa upp A och E bredvid varandra och utfor samma
radoperationer pa bada matriserna har vi rakneschemat

(A[E)~-~ (E]AT).

Om matrisen A inte ar inverterbar gar den inte att radreducera
till F.

Andra rikneschema

(A|B)~-~(E|AT'B)
(A"[ B") ~ o~ (B[ (BATY)')
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