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Ett dynamiskt system bestar av en eller flera variabler som foréandrar sig 6ver tiden pa ett lag-
bundet satt. Ett omtalat exempel dr de modeller som anvands vid berdkning av langtidsprognoser
for vadret. Detta &r ett system med tusentals tidsberoende variabler (temperatur, lufttryck,
vindhastighet m.m. pa olika méatpunkter), som ger en beskrivning av vadret. Hela idéen med
vaderprognoser ar ju att vi utifran vidersituationen (=vérdet pa dessa variabler) just nu, kan
gora en prognos om vadret langre fram. Detta faktum uttrycks med ett antal ekvationer som
utifran de uppmatta viardena pa variablerna berdknar nya viarden som formodas beskriva vadret
om, sag, en timme. For att gora langre prognoser tar man nu och matar in de framraknade
vardena (de som férmodas beskriva vadret om en timme) i ekvationerna igen, och far ater nya
varden pa variablerna, en prognos for vidret om tva timmar. Genom att iterera (=upprepa)
denna procedur kan vi i princip stega fram prognosen sa langt fram i tiden som vi onskar.
Men, och detta ar ett stort "men”, osidkerheten blir naturligtvis storre ju flera steg vi tar. Av
speciellt intresse ar hur prognosen beror pa intialvirdena (=de uppmétta vardena). Dessa &r
med nodvandihget behaftade med matfel. I vissa fall vaxer dessa fel exponentiellt snabbt nér
vi itererar var model, felet kan t.ex. fordubblas i varje steg. Man siger att modellen ar kaotisk.
Langa prognoser blir da principiellt oméjliga, trots att vi har antagit att utvecklingen ar helt
deterministisk. Minsta méatfel kommer forvrida prognosen enligt principen ”liten tuva stjalper
stort lass”. Aven om vi kraftig minskar osikerheten i métvirdena, kommer detta att ha en
mycket liten effekt pa hur langa prognoser vi kan gora med bibehallen tillforlitlighet.

Den typ av vadermodeller som namns ovan ar alltfor komplicerade for att man skall kunna
analysera dem fullstandigt. Matematisk forskning kring dynamiska system behandlar idag be-
tydligt enklare system, en del hamtade fran tillimpningar, andra enkla matematiska prototyp-
modeller. Vi betraktar hér fallet med en variabel z(t) som tar virden vid diskreta tidpunkter
t=0,t=1,t=2,... enligt en ekvation

z(t+1) = fle()],
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dvs. variabelns vérde vid tid ¢ + 1 beror deterministiskt, via en funktion f, pa dess varde
vid foregaende tidpunkt ¢. ¢ = 0 tas som starttid, sa =(0) ar systemets initiala tillstand. Ett
valstuderat fall ar nar f ar ett 2:a grads-polynom, t.ex.

(t+1)=1-2[z)].

Dynamiska system anvéinds som nédmnts for att modellera olika fenomen i var omvérld.
En-variabel modeller liknande den ovanstaende anvénds t.ex. for att beskriva storleken av
en population av ett-ariga insekter vid tid (ar) t. Modellen z(t + 1) = f [z(t)] siger da att
populationsstorleken ett visst ar endast beror pa poulationens storlek foregaende ar.

Man vill forsta hur sadana hér system beter sig i det langa loppet, efter manga iterationer.
Ofta kan man visa att det finns ett typiskt langtids-beteende, som &ar detsamma for de flesta
initialvérden z(0). Men hur ser det ut? Kommer foljden x(t) att stabilisera sig mot ett visst
vérde (ett jamviktstillstand), kommer den att oscillera periodiskt, eller kom den att bete sig pa
ett oforutsebart, icke-periodiskt satt? Det senare fallet ar ofta associerat med kaotisk dynamik:
foljden x(t) ar extremt kénslig for sma fordndringar i startviardet x(0). Som redan sagts, gor
detta att om x(0) ar ett virde behéftat med ett aldrig sa litet méatfel, sa kommer langtids-
prognoser av véardet pa z(t) att vara omdjliga! (Déaremot ar ofta det genomsnittliga beteendet
hos foljden x(t) néstan oberoende av startvardet x(0).

Ofta later man systemet innehalla en kontrollparameter a, t.ex.

p(t+1) = fale(®)] =1 —ale@®)]’.

Vid modellering av verkliga fenomen ger detta en mojlighet att finstamma modellen.

Detta forskningsprojekt behandlar bl.a. foljande fragestallningar:

— Hur beror det typiska langtidsbeteendet pa systemets kontrollparameter? I vissa fall, nara
kaotiska system, vet vi att systemet kan dndras drastiskt vid sma storningar i parametern.

— Ar det vanligt med kaotiska system? Ja, i den meningen att om man véljer kontroll-
parametern slumpmaéssigt, ar det inte osannolikt att hamna pa ett kaotiskt system. Detta har
visats for ”typiska” en-parameter system av bl.a. de svenska matematikerna Michael Benedicks
och Lennart Carleson. Som en generalisrering av deras arbete har jag visat detta i ett specialfall,
namligen for vissa en-dimensionella system som har s.k. flat kritisk punkt. Dessa system vill
jag fortsatta att studera, bl.a. med avseende pa deras korrelationsavtagande, ett slags matt pa
hur kaotiskt systemet ar.

— I populations-ekologi anvander man ibland denna typ av modeller. Ett syfte med detta
projekt ar att undersoka sadana populationsmodeller med hjalp av modern matematisk teori,
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for att kunna dra slutsatser om dessa populationsmodellers egenskaper. Hur ser populations-
utveckling ut pa lang sikt? Kan det forekomma kaotiskt oscillerande forlopp? Kan vi relatera
denna deterministiska modell till de stokastiska (sannolikhets-) modeller som ocksa anvénds?
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